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Z u s a m m e n f a s s u n g 

Ein mikroskopisches Modell zur direkten inkohärenten Ener­ 
gieübertragung von einem angeregten Donor auf bewegte Akzep­ 
toren wird mathematisch behandelt. Wir geben die Abhängigkeit 
der Energieabfallfunktion eines Donors von der Akzeptorkonzen­ 
tration und der Zeit an. Die Bewegung der Moleküle wird mit 
Methoden der statistischen Mechanik beschrieben. Der Bewegung 
ist ein Energieübertragungsmechanismus überlagert. Die simul­ 
tane Behandlung beider Mechanismen - Bewegung und Energie­ 
überi;ragung - verknüpft im Fall langsamer Bewegung die (makro­ 
skopische) Energieabfallfunktion des Donors mit der Lösung 
einer partiellen Differentialgleichung, nämlich einer verall­ 
gemeinerten Diffusionsgleichung mit Verlustterm. Es ist ein 
Anliegen der Arbeit, diese Differentialgleichung abzuleiten 
und zu interpretieren und auch ein Lösungsverfahren vorzu­ 
stellen. Im Fall schneller molekularer Bewegung erhalten wir 
aus der Ergodenannahme ein geschlossenes Resultat .• 

•.. 
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o. Einleitung 

. . Fö (24--271 Seit den grundlegenden Arbeiten von RSTER , 
DEITER(211, sowie INOKUTI und HIRAY.A.MA(371wurde Energieüber­ 
tragungsprozessen in Festkörpern und in Flüssigkeiten viel 
Aufmerksamkeit gewidmet; das betrachtete physikalische Modell 
hat einen breiten Anwendungsbereich in Gebieten, in denen 
Energieübertragung oder Materieübertragung eine Rolle spielen, 
von der Exzitonenbewegung über die Elektronenübertragung bis 
bin zur _Photosynthese. FöRSTER (241 betrachtete die Si ruata cn , 
da.6 in einem Festkörper oder in einer sehr zähflüssigen Lösung 
ein angeregtes Donormolekül von stochastisch verteilten Akzep­ 
toren umgeben ist. Seine Uberlegungen zeigen, daß im Gre.nzfall 
geringer Akzeptorkonzentrationen das Ensemble-gettlttelte Zer­ 
fallsgesetz nicht mehr die einfache exponentielle ]or~ bat, 
die man für eine bestimmte Akzeptorverteilung erwarten würde. 

für den Dipol-Dipol-Ubertragungsmecbanismus wurde die 
FöRSTERscbe Behandlung für Festkörper von YOKOTA und TA:m•!OTO (74-) 
verallgemeinert auf bewegte ~oleküle in Flüssigkeiten. ~iese 
Ableitung beinhaltet die FÖRSTERnäherung und stellt somit wie­ 
derum den Grenzfall kleiner Akzeptorkonzentrationen dar. 

BLUMEN und l"I.ANZ [121gaben für das Ensemble-getllittelte Zer­ 
fallsgesetz der Donoranregung im Festkörperfall eine exakte 
Formel an; es dürfen vers'chiedene Arten von Akzeptoren gleich­ 
zeitig vorhanden sein und die Akzeptorkonzentrationen sind be­ 
liebig. Im Fall einer einzigen Sorte von Akzeptoren geht die 
Formel über in den exakten Ausdruck, der von GOLU3CV, ~C,W3ZEV 
und SAKUN [29 '55] abgeleitet wurde. 

In dieser Arbeit gehen wir von allgemeinen Voraussetzungen 
aus und betrachten die Situation, daE die Akzeptoren ni~ht an 
feste Orte gebunden sind. ":/enn die Pfade der Molek:.ile vollstän- 



5 - 

dig bekannt sind, kann man das exakte Ensemble-gemittelte Zer­ 
fallsgesetz der Donoranregung in geschlossener Form schreiben; 
die Ensemblemittelung ist d.abei ausgeführt über _alle möglichen 
Verteilungen der Akzeptoren und inerten Moleküle auf die be­ 
kannten Pfade. Die Formel gilt für alle Arten mikroskopischer 
Paarwechselwirkungen zwischen dem Donor und den Akzeptoren und 
für beliebige Akzeptorkonzentrationen und ist nicht beschränkt 
auf ein spezielles diffusives Bewegnngsverhalten der Moleküle. 
Für räumlich feste MolekÜle, d. h. wenn die Pfade nur aus Punk­ 
ten bestehen, geht unsere Formel über in das exakte Resultat 
aus Ref. 12. Im Grenzfall geringer A.kzeptorkonzentration und 
unter der Annahme der diffusiven Bewegung erhalten wir spe­ 
ziell für Dipol-Dipol-Wechselwirkunfen in 3 Dimensionen das 
Resultat von YOKOTA und TANIMOT0(74• 

Wir behandeln hier.das Problem in beliebigen endlich-dimen­ 
sionalen Räumen. Damit ist auch die Diffusion auf Oberflächen 
oder entlang fester Trajektorien eingeschlossen; es lassen 
sich dann spezielle anisotrope Fälle durch isotrope. Darstellung 
in Räumen kleinerer Dimension simulieren. 

Die hier für den Fall langsamer diffusiver Bewegung gege­ 
bene Formel für das Zerfallsgesetz, das über alle mit der 
physikalischen Realität kompatiblen Realisierungen von Pfaden 
gemittelt wurde, reduziert das Problem auf ein Donor-Akzeptor­ 
F a a r: Kennt man die Zerfalls:funktion für ein Donor-Akzeptor­ 
Paar, dann ist das allgemeine Zerfallsgesetz unmittelbar aus­ 
wertbar. Die Zerfallsfunktion für ein Donor-Akzeptor-Paar 
seinerseits ergibt sich als Lösung einer Diffusionsgleichung 
mit Verlustterm. Für die Bestimmung der Lösung dieser Diffe­ 
rentialgleichung wurde ein Zeitentwicklungsoperator einge­ 
führt; für die Terme der'entsprechenden Störungsreihe wurden 
Rekursionsformeln angegeben. Dies erlaubt für Multipol- und 
Austauschwechselwirkungen eine bequeme Berechnung der Terme 
dieser Entwicklung am Rechner. Durch spezielle Summierungsve=­ 
fahren gelingt es schließlich, den Gültigkeitsbereich dieser 
Kurzzeitentwicklung auf längere Zeiten auszudehnen und die 
·zerfallsfunktionen graphisch darzustellen. 

·- 
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o.~. Aufbau der Arbeit 

In Kapitel 1 wird das physikalische Modell der Energie­ 
übertragung, das behandelt werden soll, vorgestellt und es 
werden die zugehörigen Begriffe definiert und erläutert. Ins­ 
besondere wird diskutiert, welche Wechselwirkungen in das Mo­ 
dell eingehen und wie sie eingehen. Es wird der Ausgangspunkt, 
also die Voraussetzungen der Arbeit, klargemacht. 

In Kapitel 2 wird die exakte Formel für den Abfall der Do­ 
noranregung infolge von Energieübertragung auf Akzeptoren, 
die sich auf gegebenen Pfaden bewegen, abgeleitet und es wird 
das Ziel der Arbeit umrissen, für geeignete Beschreibungen der 
Molekülbewegung die Mittelungen des Energieabfallgesetzes für 
den Donor über alle realisierbaren Pfade durchzuführen. 

In Kapitel~ nehmen wir an, daß die molekulare Bewegung 
schnell ist auf der Zeitskala der Energieübertragung. In die­ 
sem Fall hängt die Zerfallsfunktion nicht von den Details der 
Mo;l.-ekill"oewegung ab und auch nicht von Diffusionskoeffizienten 
(wir aaben den Grenzfall großer Diffusionskoeffizienten). Ein 
geschlossener Ausdruck für die Zerfallsfunktion wird angegeben. 

In den Kapiteln 4 bis 7 beschäftigen wir uns mit der Situa­ 
tion, daß die molekulare Bewegung langsam erfolgt auf der Zeit­ 
skala der Energieübertragung. In Kapitel 4 wird die allgemeine 
Theorie entwickelt und zwar so, daß das Problem auf die Be­ 
stimmung der Zerfallsfunktion für ein Donor-Akzeptor-Paar re­ 
duziert wird und dann für diese Paarzerfallsfunktion im mikro­ 
skopischen Bild, d. h. unter den Annahmen der LANGEVINschen 
Bewegungsgleichungen, das FEYNMil,N-KAC-Theorem abgeleitet wird: 
Die Paarzerfallsfunktion:ergibt sich als Lösung einer Diffu­ 
sionsgleichung mit Verlustterm. Die Wechselwirkung zwischen 
Donor und Akzeptor ist dabei beliebig. Weiter wird die GREEN­ 
funktion der erhaltenen Differentialgleichung physikalisch in­ 
terpretiert. 

In Kapitel 5 wird eine asymptotische Lösung der Differen­ 
tialgleichung mit Hilfe einer Störungsreihe konstruiert. Die 

·- 
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Terme dieser Entwicklung sind bestimmbar aus einer Differen­ 
tialrekursion, die sich in den gebräuchlichen Spezialformen 
au!' gut auswertbare, rein algebraische Rekursionen zurück­ 
führen läßt: 

In Kapitel 6 behandeln wir das Zerfallsgesetz für multi­ 
polare Wechselwirkungen. Die in Kapitel 5 behandelte Störungs­ 
reihe wird für multipolare Wechselwirkungen mit Hilfealge­ 
braischer Rekursionen bestimmt und ihr Gültigkeitsbereich 
mittels einer speziellen Form von Zwei-Punkt-PADB-Approxima­ 
tion auf längere Zeiten ausgedehnt. Wir geben einen Auszug 
der berechneten FADE-Tafeln an und stellen das Zerfallsgesetz 
graphisch dar. 

In Kapitel 7 ist das Zerfallsgesetz der Donoranregung für 
die Austauschwecheelwirk:ung behandelt. Es werden algebraische 
Rekursionen angegeben zur Berechnung der Störungsentwicklung 
und diese Entwicklung wird im dreidimensionalen Fall durch 
einen analytischen Ausdruck approximiert. In einem Anhang 
sind Eigenschaften gewisser durch Integrale definierter Funk­ 
tionen, die in der Störungsentwicklung auftreten, zusrunmenge­ 
stellt. Die Zerfallsfunktion wird wiederum graphisch darge­ 
stellt und diskutiert. 
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1. Allgemeine Modellvorstellungen und Begriffsbildungen 

~ Direkte Energieübertragung 

Wir betrachten Moleküle in einer Flüssigkeit. Ein Ensemble 
besteht aus mehreren Konfigurationen mit einem Donor 
und mehreren Akzeptoren eingebettet in viele andere (inerte) 
Moleküle. Der Donor wird zu einer Zeit t ~ o·elektronisch an­ 
geregt und kann seine Anregungsenergie auf einen der Akzepto­ 
ren abgeben. Nur wenige Störstellen (eben der Donor und die 
Akzeptoren) sind an dem Ubertragungsprozess beteiligt; die 
meisten Moleküle sind inert. Von Interesse ist die Wahrschein­ 
lichkeit q>(t), da.B der anfangs angeregte Donor zur Zeit t noch 
angeregt ist. Man mißt zeitverzögert die Intensität der Strah­ 
lung aus allen strahlenden Molekülen. 

Wir betrachten die direkte Energieübertragung, 
d, h. die Energieübertragung in einem Schritt vom 
Donor zu einem Akzeptor. Die indirekte Energieübertragung, 
d. h. die Energiewanderung über ein System von Donoren, wird 
hier nicht behandelt. Wir interessieren uns somit für 
den ersten Schritt der Energieübertragung, eben vom Donor zu 
einem Akzeptor. Insbesondere verstehen wir unter "Diffusion" 
immer Teilchendiffusion und nicht Energiewanderung. Ist im 
Fall der Energiewanderung die Donor-Donor-Wechsebfi.rkung viel 
s c h w ä c h e r als die Donor-Akzeptor-Wecbselwirkung, 
dann lassen sich jedoch einige Resultate für die Energiewande­ 
rung auch im Diffusionsbild ableiten, dann entspricht nämlich 
die Energiewanderung einer Diffusion der Donoren[17J. 

Weiter wird hier die inkohärente Energieübertragung be­ 
schrieben. Die Energieübertragung ist inkohärent im Fall 
schwacher Kopplung, d. h. wenn die Wechselwirkungen zwischen 
den Molekülen schwach sind und wenn nur ~enige Störstellen 
vorhanden sind. In der Photosynthese besteht allgemein die 
Meinung, daß die Prozesse inkohärent ablaufen [F.ef. 42]. 

Wir werden neben 3-dimensionalen auch 2- und 1-1i~ensionale 
Systeme ansehen. Dies hat seinen Grund da=in, d~ ~an ~it 
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niederdimensionalen Systemen, deren Ubertragungsmechanismus 
ortentiernngs!mabhängig ist, höherdimensionale Systeme si­ 
mulieren kann, deren Ubertragungsmechanismus orientierungs­ 

.!Qhängig ist (vgl. dazu die Anmerkung zu 4.1.). 

1.2. Pfade 

Die Moleküle der Flüssigkeit führen eine diffusive Bewe­ 
gung aus. Ihre O~te ~ (i indiziert die Moleküle) hängen von 
der Zeit t ab: 

~ ~ 4 l\ R+ ,i: ~ 'Rilt) E f.: (1.1) 

( 6, a 1 , 2, 3 Dimension des Raumes) 

Man nennt die Abbildungen Ri Pfade. 

Die Wahrscheinlichkeit <f/(t), daß der anfangs angeregte Do­ 
nor zur Zeit t noch angeregt ist, hängt ab von den Orten der 
Moleküle und somit von den Pfaden~- Im allgemeinen sind je­ 
doch die Pfade nicht explizit angebbar, vielmehr ist ziu- Be­ 
stimmung der Funktion cf, über mögliche Pfadei½_ zu mitteln. 
Modelle zur Bewegung der Moleküle und die darauf aufbauenden 
Mittelungen über Pfade werden in dieser Arbeit einen breiten 
Raum einnehmen. 

1.3. Konfiguration und Homogenität 

Ein Ensemble besteht aus Konfigurationen, die einen Donor, 
einige Akzeptoren und viele inerte Moleküle enthalten. Man 
kann jedoch nicht die Moleküle einzeln ansehen und sagen, ob 
es sich um e:i,nen Akzep~or oder um ein inertes Molekül handelt. 
Vielmehr ist die Aussage sinnvoi1, mit welcher Wahrscheinlich­ 
keit ein Molekül ein Akzeptor ist. Es sei p die Wahrschein­ 
lichkeit, daß ein Molekiil ein Akzeptor ist und somit 1 - p die 
Wahrscheinlichkeit, daß ein Molekül inert ist. 

Man hat nun alle Mcglichkeiten der Besetzung der Molekül­ 
orte mit Störstellen (Akzeptoren) zu betrachten, genauer: 'liir 
nehmen an, daß N Moleküle den Donor umgeben. Die Moleküle 

·- 
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seien mit 1, 2, ••• , N numeriert. Von diesen MolekÜlen seien 
n ( :!:'; N) Akzeptoren, und zwar di,e Moleküle mit Nummern i1, ••• , 
in. Dann nennt man 

K := { i1, ••• ,in} eine "Akzeptor-Konfiguration" (1.2) 

oder kurz Kon.figuration. Es gibt (g) Konfigurationen K mit 
genau n Akzeptoren und insgesamt gibt es?' Konfigurationen K. 

Da die Besetzung der Molekiilorte mit Akzeptoren rein zu­ 
fällig erfolgt, ist die 1:/ahrscheinlichkei t p(K), daß eine spe­ 
zielle Konfiguration K mit Card K = n auftritt, gegeben durch 
die Binomialverteilung 

p(K) = Pn (1-p)N-n (1.3) 

Man nennt eine Substanz homogen (bzgl. der Konfi­ 
gurationen), wenn a 1 1 e Konfigurationen auftreten. Im Laufe 
der Zeit werden· beim Energieübertragungsprozess die Konfigu­ 
rationen seltener, welche die Akzeptororte näher beim Donor 
haben, weil auf nähergelegene Akzeptoren die Energievorzugs­ 
weise übertragen wird. Somit wird die Substanz nach einiger 
Zeit inhomogener. 

1 .4-. Wechs-elwirkungen 

Wir betrachten hier nur ein Donor-Akzeptor- P a a r. Zwi­ 
schen Donor und Akzeptor besteht eine Wechselwirkung, z.B. 
elektrostatischer Natur, w·elche die Energieübertragung bedingt. 

Sei wif die Wahrscheinlichkeit, daß das Donor-A.kzeptor­ 
System vom Zustand i (: initial; Donor angeregt, Akze·ptor 
nicht) in den Zustand f (,. final; Akzeptor angeregt, Donor 
nicht) übergeht. Dann ist, die Wahrscheinlichkeit E(t), daß der 
zur Zeit O angeregte Donor zur Zeit t noch angeregt ist, ge­ 
geben durch die Ratengleichung 

{ 

~ 3(t) "' -wif E(t) 

mit Anfangsbedingung E(O) 

•.. 

(1.4-) 
1 
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Ist V das Potential der betrachteten Wechselwirkung, so be­ 
rechnet man wif aus FERMis go~den rule: 

(1.5) 

g(Ef) ist die Dichte der Endzustände; dieser Faktor hängt 
kaum vom Donor-Akzeptor-Abstand ab. Wir bezeichnen mit OA,D 

den Grundzustand, mit 1A,D den angeregten Zustand des Akzep­ 
tors bzw. Donors. 0,1 sei jeweils der Ortsanteil der Nellen­ 
fun.ktionen, X der Spinanteil: 

0 \.~ ,s) ,. Oll) x\s-) 
1 \'t ,s-) ,. 1 \"'f) X1\.s-) 

(1.6) 

Die antisymmetrisierten Wellenfunktionen des Donor-Akzeptor­ 
Paars lauten dann 

V'i: { l 10w,) ?<.~ \.6"1) o" \.t.,_) -x.: \s-,_Y> - 
- 1 OAI:{) x: \6'".) 1u1.=r:) :x.; l6",_) > } 

• ~ { 1 OD l't,) x! \s-.) 1,.S{)'x.: \.S,.) > - 
- 11,.. 1.1.r~: 1.s-1) ol> 1.,,_) ~ \.s-J > } (1.7) 

Somit ist, da V nicht auf die Spinfunktionen wirkt, 

... 

(1 .8) 
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Der erste Term, das COULOMB-Integral, trägt nur bei für 

~ = -iq; und 'X,1 = x.f. Der zweite Term, das Austausch-Integral,' 

trägt nur bei für~= :i.1 und~= X.~- Wir betrachten getrennt 
zum einen multipolare Ubertragungsmechanismen und andererseits 
Ubertragungsmechanismen durch Austausch. 

Uns interessiert insbesondere die Abstands- und Richtungs­ 
abhängigkeit von wif = w(R) (R = Vektor vom Donor zum Akzep­ 
tor). Die allgemeine Theorie ist dargestellt in Ref. 21; hier 
seien nur die Resultate erläutert: 

1.4.1. Multipolare Wechselwirkungen 

Wir betrachten zunächst als Beispiel Dipol-Dipol-Wechsel­ 
wirkungen. In diesem Fall ist [vgl. Gl. (1.5) und Gl. (1.8)]: 

(1.9) 

In Formel (1.9) wird das Potential V klassisch behandelt. Das 
elektrostatische Potential für Punktdipole hat die Form 

~ 
V ,. /~ {i; ·t,,. - 3\.r,-°R)l.1/~)/i.} (1.10) 

wobei mit e. die Dielektrizitätskonstante des !•,ediums bezeich­ 
net ist. 
Eingesetzt in Gl. (1.9) ergibt sich für das Ratengesetz w 

Setzt man hier die Ubergangsdipolmomente 

(1.11) 

(1.12) 
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mit Einheitsvektoren eii und 8A_, so ergibt sich 

w(R) const · lfr, 

~ Alt 2 R-6 (1.13) 

mit der Abkürzung 

(1.14) 

In dieser Arbeit betrachten wir in Spezialfälle,n nur isotrope, 
d. h. winkelunabhängige Wechselwirkungen; speziell mitteln wir 
w(R) über alle Winkelanteile: 

(1.15) 

Die Konstante A ·<1<. 2> beze;i.chnen wir mit«. Som;Lt erhalten • •• ir 
für isotrope Dipol-Dipol-\1echselwirkungen das Ratengesetz 

w(R) ~ O< R-6 (1.16) 

Allgemein gilt für multipolare Wechselwirkungen das 1aten­ 
gesetz 

(1.17) 
Dipol-Dipol-Wechselwirkung 
Dipol-Quadrupol-1·/echselwirkung 

Q,\adrupol-Quadrupol-Wechselwirkung .• 

' 
Für kürzerreichwei tige :lechselwirkungen ist der Parameter s 
größer. Da .v(R) die Dimension 1/Zeit hat, hat o< die Dimension 
Länges / Zeit • .Bezeichnet d den Abstand zum nächsten Nachbarn 
und 't' die mittlere Ubertragungszeit zum nächsten Nachbarn, 
dann ist 

11(R) = °" R-s ' wobei s = 6 für 
s = 8 für 
s = 10 für 

·- 
("1 ."i8) 
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Die Konstante« gibt die Stärke der Energieübertragungsrate 
wieder. 

1.4-.2. Austauschwechselwirkungen 

Im Fall von Austauschwechselwirkungen ist 

(1.19) 

Setzt man für V das COULOMB-Potential ein und berechnet das 
Uberlappungsintegral in (1.17) unter der Annahme, daß die auf­ 
tretenden Wellenfunktionen exponentielle Form haben, dann er­ 
gibt sich für w folgende angenäherte R-Abhängigkeit[Ref. 21]: 

w(R) =c<.e-yR (1.20) 

Für kürzerreichweitige Wechselwirkungen ist der Parameter t 
größer. Die Konstante<><. gibt wiederum die Stärke der Energie­ 
übertragungsrate wieder. Mit dem Abstand d zweier nächst be­ 
nachba::-~er ~oleküle und der mittleren Ubertragungszeit"t' zum 
nächsten Nachbarn ist 

0<. = e V-d / 't" ( 1 • 21 ) 

Charakteristische Werte von fd liegen im Bereich von} bis 10. 

·- 
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2. Form der Energieabfallfunktion illl allgemeinen Fall 

2.1. Abseparation intramolekularer Zerfallsprozesse 

2.1.1. 

Man betrachte e i n Donormolelcül ( im Koordina.tenur- 
sprung) und N weitere Moleküle, die sich auf gewissen Pfaden 
~ A- Ri : lR+-> 1P: (1. = 1, ••• ,N) bewegen. 

w(R) bezeichne wie in 1.4-. die (abstands- und orientierungs­ 
abhängige) Energieübertragungsrate vom Donor zu einem Akzep­ 
tor; Rist dabei der Vektor vom Donor zum Akzeptor. 

'l:"01 sei die Desaktivierungsrate des Donors infolge intra­ 
molekularer Zerfallsprozesse. Die intramolekularen strahlen­ 
den und nichtstrahlenden Zerfallsprozesse des Donors sind in 
guter Näherung u n abhängig vom Energieübertragungs­ 
prozess. Daher wird das zeitliche Abfallen der Anregungswahr­ 
scheinlichkeit FK (t) tles µonors unter dem Einfluß der in~o­ 
härenten Energieübertragung auf Akzeptoren in der Konfigura­ 
tion Keinerseits und infolge von intramolekularem Zerfall 
andererseits gegeben durch die Gleichung 

{

d. ~ - ~ -1 K FK {t) " - ~ wl'?..;lt)) FK lt) - 'l:'0 FK lt) 
'"K 

fK lO) '- '\ 

(2.1) 

Wir vernachlässig.en dabei die Rückübertragung auf den Done r , 

Das Zerfallsgesetz rK (t) beschreibt eine Situation, die 
nicht ohne weiteres im Experiment realisiert werden kann: 
Es wird vorausgesetzt, daß sowohl die Konfiguration K fest 
ist, als auch die Pfade~ (t) vollständig bekannt sind. Im 
allgemeinen erlaubt die Materialbeschreibung jedoch nur aus­ 
sagen darüber, mit welc~er Hahrscheinlichkeit p(K) eine Kc~­ 
figuration K auftritt und mit welcher ',iahrscheinlichkei t 
?(R E,0.) sich ein 1',olekül in einem Volumen .(;.;;;R.c,. befindet. 
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Wir nehmen noch an, daß sich Akzeptoren und inerte Moleküle 
in der Bewegung nicht wesentlich- unterscheiden, so daß 

(2.2) 

Jetzt können wir die zeitliche Entwicklung der Donoranregung 
- die Zerfallsfunktion~- definieren: um eine meßbare Zer­ 
fallsfunktion i zu erhalten, muß man FK über die Konfigura­ 
tionen Kund Bewegungen M mitteln: 

~lt) (2.3) 

2.1 .2. 

Durch die Transformation 

(2.4) 

lassen sich die intramolekulare·n Zerfallsprozesse sofort 
abseparieren: 

{ 

11: ~ ll') •• - ~ ,,_, \ Rilt)) FK lt) 
1tK (2.5) 

F"'\o) a t 
Gleichung (2.5) beschreibt das zeitliche Abfallen der Anre­ 
gungswahrscheinlichkeit FK (t) des Donors allein unter dem 
Einfluß der inkohärenten ~ergieübertragung auf Akzeptoren in 
der Konfiguration K. 
Mit der Bezeichnung 

( 2.6) ... 
überträgt sich diese Separation unmittelbar auf W: 

--------- 
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Es genügt daher, im folgenden nur das Zerfallsgesetz qi(t) für 
die Anregungsübertragung zu betrachten; die Effekte der intra­ 
molekularen Zerfallsprozesse lassen sich im Endresultat durch 
Hinzufügen eines Faktors e-t)t-0 leicht berücksichtigen. 

2.1 .3. 

Die Ratenglei~hung .(2.5) für Fg hat die Lösung 

t 
FK lt) ••. 1r ~,r.p \ - \\,/ \ R; \t')) ~t·) " l" Eil~) 

1f:K O ,~K 

.uit der Abkürzung 

t 
Ei \f) " e:c.p \ - \ w \ 'Ri \t' l) ~ t' } 

0 

(2.B) 

(2.9) 

Ei (t) ist die Zerfallsfunktion für einen festen Pfad für ein 
Donor-Akzeptor- ? a a r • 

Das Zerfallsgesetz F~ für eine feste Konfiguration K ist 
das Produkt der Zerfallsfunktionec Ei aller Donor-Akzeptor­ 
Paare. Diese iroduk';schreibweise erlaubt eine direkte Mitte­ 
lung über alle wöglichen Konfigurationen: 

2.2. Allgemeine Konfigurationsmittelung 

NilllJllt man an, daß sich die Bewegung eines Akzeptors nicht 
wesentlich von der eines inerten Moleküls unterscheidet, dann 
kann man zunächst über die Verteilung der Akzeptoren auf die 
Pfade mitteln. 

' Man be-::rachte •,deder N Moleküle, die d.en Donor umgeben. :::in 
Molekül sei mit Wa~rscheinlichkeit p ein Akzeptor. Die Be­ 
setzung eir.es Pfades mit einem Donor oder einem inerten Nole­ 
kül erfolgt rein zufällig. Dann ist die ':/ahrscheinlichkeit 
p(K), daß eine S?ez:elle ~onfiguraticn K auftritt, oei der se­ 
wisse n ~,oleki.:le ;L'-tzeptoren sind (Card K = n), .gegeben durch 

..... 

p(k) 
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Daher ist die Zerfallsfunktion für feste Pfade gemittelt über 
alle Konfigurationen: 

(2.11) 

und man erhält 

(2.12) 

wobei sich das Produkt über alle molekularen Pfade zu erstrek­ 
ken hat. 

Wir diskutieren kurz die Zerfallsfunktion F(t) für feste 
Pfade. F(t) hängt nur von der Besetzungswahrscheinlichkeit p 
ab, nicht mehr von einer speziellen Konfiguration K. 

Für Ratengesetze w(R), die mit zunehmenden Donor-Akzeptor­ 
Abstand sehr schnell abfallen (vgl. Abschnitt 1.4.), kann man 
für sehr große N das endl.,iche Produkt durch ein unendliches 
ersetzen. Das unendliche-Produkt ist absolut konvergent, so 
daß die Anordnung keine Rolle spielt: 

(2.1}) ..•.. 
Diese (exakte) Formel führt die Besti~mung der Zerfallsfunk­ 
tion F für feste Pfade zurück auf die Berechnung der Paar­ 
Zerfallsfunktion zi. 
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Für räumlich feste Moleküle, d. h. in Festkörpern, ergibt 
•ich (durch Einfrieren der Bewegung) 

( 2.14) 

Diese Beziehung wurde abgeleitet von GOLUBOV und KONOBEEV,· 
SAKUN und mit einer analogen Rechnung wie oben von BLUMEN 
und r:.ANZ. 

~ Zur Bewegungsmittelung 

Um ein meßbares Zerfallsgesetz ~(t) zu erhalten, ist noch 
die Mittelung von F(t) über alle möglichen Bewegungen der Mo­ 
leküle durchzuführen: 

l lt) "' e.-t/'t"o 4) \t) 

N 
< 1r ( '\ - f .• -.:> Ei lt) 1 > M ,•1 1 ~ 

Ei tn = ~t-\~11i'.:,wn dt') 
0 

Bewegungsmi ttelung heißt, daß über die {·!enge aller Pfade zu 
mitteln ist, welche mit den makroskopischen Eigenschaften der 
Substanz und den äußeren Bedingungen vereinbar sind. In einer 
Flüssigkeit ist die molekulare Bewe~Jng außerordentlich ver­ 
wickelt und hängt von Besor.derheiten des intermolekularen Po­ 
tentials wesentlich ab; ,es ist daher nicht möglich, die Mitte­ 
lung in voller Allgemeinheit explizit durchzu.führen. Geeignete 
Annahmen zur Vereinfachung erlauben jedoch eine vollständige Mit­ 
telung. Es ist das Ziel der Arbeit, mit nilfe solcher An.nahsen 
aus obigem allge~eiüen aesultat bekannte 3pezialfälle zu re- 

(2.15) 

~ •• 1 

produzieren und zu verstehen und auch neue Resultate abzu­ 
leiten. Dabei werden insbesondere einmal der (ergodische) 
Grenzfall sehr schneller Sewegung (d. h. Di:fusicnsk~nstante, 
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groß bezüglich der charakteristischen Energieübertragungs­ 
zeit 't') und zum anderen der Fall langsamer Bewegung betrach­ 
tet ·,1erden, und zwar jeweils zunächst für allgemeine mikro­ 
skopische \~echselwirkungen und dann für isotrope Multipol­ 
und Austauschwechselwirkungen. 

.. .... 
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3. Moleküle in schneller Bewegung 

3.1. Allgemeines Modell, Ergodenannahme 

In diesem Abschnitt soll die molekulare Bewegung 

s·chnell 

tragung. 

erfolgen auf der Zeitskala der Energieüber- 

Wir gehen aus von einer festen Anzahl N von Molekülen, wel­ 

che in ein gegebenes Volumen.O. eingeschlossen sind. w(R) sei 

wieder eine Energieübertragungsrate vom Donor zu einem Akzep­ 

tor, in allgemeiner Form. Wenn die Energieübertragung sehr 

langsam erfolgt, d. h. wenn der Akzeptor entlang seinem Pfad 

bis zur Ubertragungszeit't' zum nächsten Nachbarn das Gesetz 

w(R) im Volumen.0. gut genug austestet, dann kann man für Zei­ 

te~ t größer als 'l:" den Zeitmittelwert über w durch den Raum­ 
mittelwert ersetzen: 

= e~r l-t A ~-..,\R)<AR} 
.n 

Dieser Ausdruck ist unabhängig von den Details der Nolekülbe­ 
wegung. Daher ist die Bewegungsmittelung bei der Bestimmung 
der Zerfallsfunktion <P bereits erfolgt: 

(3.1) 

N • 
~[!) " < '.lr ( 1- -o\ 1- Eilt)) 1 ')M ,~, 1 

• ./i'.[1-f\1-e:xr\-t)i_ \-,\R)oll}):t j 
.n. 

(3.2) •..•... 

Beachtet man, daß J1: = 9 die Teilchendichte ist, so erhält. 
man schließlich 
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N 
~tn:. [1-p\1-~r\-t ~ ~ \w-tf)o1'R.})1 

.c. 
Diese Formel ist diffusionsunabhängig; sie entspricht dem 
Grenzfall unendlich großer Dif.fusionskonstante D : D~oo. 

Entwickelt man für kurze und mittlere Zeiten, d. h. für 

(3.3) 

Zeiten t mit 

1/t > ~ \ w'\R)dR 
.n. 

(= mittlere Zerfalls­ 
wahrscheinlichkeit) 

die Exponentialfunktion bis zur ersten Ordnung, so er­ 
gibt sich 

~in= [1- pt ~ ~ A"'\R)~'R f 
e;i.:p l -tr~ \ wtRHR) 

.n. 

(3.4-) 

(3.5) 

-1n~ hängt somit linear von t und p ab. 

Dieses Zerfallsgesetz ist identisch mit dem Zerfallsgesetz 
in Festkörpern für kurze Z.ei ten. Das liegt daran, daß sowohl 
Festkörper als auch Flüssigkeiten mit schneller Diffusion ein 
bzgl. der Akzeptorkonfigurationen quasihomogenes l-:edium si­ 
mulieren; für homogene Medien sind die Zerfallsfunktionen g> 
freilich rein exponentiell. 

Wir wenden uns nun speziell dem Multipol- und Austausch­ 
fall zu. Da diese Funktionen w(R) mit R sehr schnell abfal­ 
len, ist die Ergodenannahme bereits nach kurzer Zeit erfüllt. 
Der Einfachheit halber wählen wir das Volumen .0. als Kugel. 
Es seid der Abstand des Donors zum nächsten Nachoarmolekül 
und P der Radius der Kugel. . •.. ' 
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~ Multipolwechselwirkung 

Für Mul tipolwechselwirkungen 1-:(R) = o< R-s ist 

l' 
s...,\R)o\R - AVt:, 0( \ R-s 'RA-• o\R 

.n. J. 

,_ lWo<>< z RA-~-, a?. 
.1 

-=- .!.. V ,t. -"- (3.6) ~D.r:.r,. ~-6 
Bier haben wir die obere Grenze P gleich oo gesetzt, was für 
makroskopische Systeme sicher gerechtfertigt ist. 

Für die Zerfallsfunktion~ erhält man dann 

t hängt stark von d ab. Es sei darauf hingewiesen, daß der 
Multipolfall keinen Sinn hat für d-;O, d. h. wenn sich die 
Moleküle beliebig nahe kommen: !im~(t) = 0 für t f O; dies 

d~o 
liegt daran, daß ~R-s im Nullpunkt eine 3ingularität hat. 
Eesser verhält sich in dieser Hinsicht der Austauschfall 
(siehe 3.3.). 

3-3~ Austauschwechselwirkung 

Für Austauschwechselwirkungen w(R) = "< e-tR ist 

- - ! -l'R t.-'\ lvtR)<lR = ßVr:..o<",1e ~ ~R 

( _'/R t,--. 1 
=LWAo< ~e R "'R 

- ....... 

(3.3) 
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r(A ,/d) bezeichnet dabei die un.vollständige Gamma!'unktion 
(Ref. 1 , Gl. (6.5.3)]: 

(3.9) 

Damit ist das Zerfallsgesetz für Austauschwechselwirkungen 
im Fall sch~ell bewegter Molel!:üle gegeben durch 

[ 
-1 A )1 1 ~lt)~ e:l.)0 - ~ tNA 'f' ~~A .S lA·1; ~) t o.1o) 

"' \A·I \. \ia 
Auch hier hängt <1> stark vom nächsten Nachbarnabstand d ab; 
aber im Gegensatz zum Multipolfall ist der Grenz~ert 
für d- O sinnvoll: 

!i,-, 4llt) " ~p [ - ~ ~! VA f o rti. tJ 
.,1 •.• 0 :i 

Die Austauschwecbselwirkung zeigt eben vernünftiges physika­ 
lisches Verhalten auch für sehr kleine Abstände. 

(3.11) 

..... ' 
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4. Moleküle bei langsamer Bewegung 

Im weiteren betrachten wir nur noch Akzeptoren in 
einer F 1 ü s s i g k e i t. Speziell in diesem Ab­ 
schnitt soll die molekulare Bewegung 1 an g s am er­ 
folgen auf der Zeitskala der Energieübertragung. 

Die Pfade Ri(t) der Moleküle sind gegeben durch 

_. _. [-" _. ] ....• t ....• 
R. (t) ,. R. (0) + R1, (t) - Ri(0) = R. (0) + S v(t' )dt' (4.1) 
1 1 1 O 

Insbesondere bedeutet Mittelung über Pfade gerade iüttelung 
über Anfangsorte und über Geschwindigkeiten. In sehr 
viskosen Flüssigkeiten, d. h. wenn d.ie molekulare Bewegung 
"langsam" ist, gilt nun: 

(a) Verschiedene Geschwindigkeiten v.(t) sind unkorre- . 1 

liert und hängen nicht ab von den Anfangspunkten 
'i½_(C). 

(b) Die Anfangsorte ~(O) sind stark korreliert 
(insbesondere ist dafür d.ie Kontinuumsapproximation 
erlaubt). 

Wegen (a) erhält man hier für die Zerfallsfunktion (p gemäß 
Gl. (2.12) 

= 
N < < :f [ '\- ol 1- Ei lt))1 >1-;-, >qt.to)\ 1•'\ ,-- 1 .,., 1 l l J 

< f [-1-}'.)~1- El~,Rito1)) 1 >t- , 
i~~ tRilll)1 

(4.2) "". 
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mit der Bezeichnung 

(4.3) 

N N 
Schreibt man 'ir in der Form exp C .tn, so erhält <t, durch 

i=1 i=1 

Entwickeln von !n die Gestalt 

(4.4) 

mit der Abkürzung 

(4.5) 

~eil die Teilchen einer Flüssigkeit dicht gepackt sind 
(Anna.lu:le (b)), können wir die Kontinuumsnäherung machen, 
d. h. wir ersetzen 

N 
C durch 
i:1 

( ~ = Teilchendichte), 

und erhalten 

Si..!t)""" ~ \ l.1-E!~,1t10)/ cAR\O) . 
R1onl) 

(4.6) 

bist dabei ein Abschneideparameter in der Größenordnung d 
des Nächsten-Nachbarn-Abstandes; wir werden in 4.8 noch eine 
Diskussion dazu anschließen. Man bemerkt, daß dieser Ausdruck 
.für S1.(t) nicht mehr von der Menge {Ri(O)} der Anfangsbe­ 
dingun8en abhängt. Insbesondere macht die Kontinuumsnäherung 
die l·'.i ttelung über die Anfangsbedingungen in ( 4 .4) über­ 
fliissig: 

·~ . 
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(4-.7) 

Schließlich erhalten wir für kleine Akzeptorkonzentrationen p 
(also p « 1): 

( 4- .8) 

Damit haben ~ir die Bestimmung der Zerfallsfunktion q> zurück­ 
geführt auf die Zerfallsfunktion E für ein Donor-Akzeptor- 
P a a r. Es ist also die Geschwindigkeitsmittelung in 3 
durchzuführen: 

E ,. < e:c10 {- \.,.,.\Rlt')) Jt' 1 >- 
' 0 y 

(4-.9) 

Zu diesem Zweck werden im folgenden zunächst zwei stochasti­ 
sche Prozesse vorgestellt. 

Anmerkung: 

Allgemein sind die Wechselwirkungen w anisotrop, d. h. orien­ 
tierungsabhängig. Wir haben eben die Bestimmung der Zerfalls­ 
funktion q, zurückgeführt auf die Zerfallsfunktion für ein 
Donor-Akzeptor-Paar. Das hat folgende Konsequenz: wechsel­ 
wirken der Donor und die Akzeptoren im wesentlichen nur in 
einer :::bene oder entlang einer Linie miteinander (d. h. ist 
w(R):::::. 0 für Akzeptoren außerhalb einer bestimmten Ebene 
oder Linie), dann muß man nur die Moleküle in der ~oene oder 
auf der Linie betrachten. Daher kann man einige stark orien­ 
tierungsabhängige Wechselwirkungen simulieren durch isotrope 
Weqhselwirkungen in einem Raum k l e i n e r e r Dimension. 

~ Der ORNSTEIN-URL:U13EC.K-Gesc:-iwindigkei tsprozess 

4-.2.1. 
·~ . 

Definition: 

Der "ORtlS1'EIN-ti'HLZNBZCl<-Gesc::.wi:1d.if:-<:ei tsprozess" ist 
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eine Famili_e l v(t) \ ~ 0 zentrierter GAUßscher Zufalls·­ 
variabler 
mit Kovarianz <vl\,)v\tl.Y> •• ')l) e:cr ~-?,lt,-t._l) 

t?.,l) > 0) 
( 4.10) 

Bemerkungen: 

1) Die Abbildung IR!3t-11Dexp (-71 ltl)c.C ist positiv 
semidefinit. Insbesondere existiert genau 
ein·e Wahrscheinlichkeit auf R ~ · so, daß die auf 
(v(t1), .••• , v(tn)) induzierte Verteilung eine zentrier­ 
te GAUßverteilung ist mit der Kovarianzmatrix 

(<v(ti) v(tj))) 1~i, j~n 

[vgl. Ref. 59 S. 35 Lemma 4.4) 

2) Die höheren Momente von vergeben 
sich durch Paar zerleg u n g: 

11 •• •.• 

<..'lrvM>"' L,<vl~0)vl~;)><'.'tr v\\:i)> 
i•() , .• '\ ,-~ 

l"' 
3) Der ORNSTEIN-UHI,ENBECK-Prozess ist der einzige 

z e i t i n v a r i a n t e G A U S s c h e 
MARKOV-Prozess [vgl. Ref. 59] 

(4.11) 

4.2-.2. 

Definition: 

Der "t::.-dimensionale ORNSTEIN-URLENBECK-Geschwindigkei ts­ 
prozess •i ist 
eine ?amilie \ v( t)) t f' 0 IR°' -wertiger Zufallsvariabler, 
deren C::. Komponenten g1;rade C::. unabhängige ORNSTEIN-UHLEN­ 
BZCK-Geschwindigkei tsprozesse sind, d. h. 

~vi 1n \~o ,1 ~i ,(A 

Kovarianz 

sind GAUßscbe Zufallsvariablen mit 

(4.12) 
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4-.2.3. Physikalische Interpretation 

Es bewegen sich Teilchen einer Flüssigkeit. 
(i) Die Geschwindigkeiten vder Teilchen sollen im festen 

LaborkoordinatensysteQ den LANGEVIN-Gleichungen der Be­ 
wegung gehorchen: 

1t ;;\n • ') vlt) ..• ÄIO ( 4-.13) 

Dabe'i, ist " proportional zur Viskosität der Flüssigkeit und 

k :r 
D = ~Bm die Diffusionskonstante (kB = BOLTZMANNkonsta~te, 

T = absolute Temperatur, m = Teilchenmasse). 
A(t) ist eine ~-dimensionale fluktuierende Kraft, eine 
Zufallsvariable. 
Die tösung der LAflGEVI~-üleichung ist gegeben durch 

1 
v lt) ~ e~r \-?. H-to\ )v \\-o) • e:tr\.-~t) \ e~y,V>-t') Ä(1') '*t' C 4-.14-) 

to 
Nimmt man an, daß das Teilchen im Gleichgewicht mit der 
Flüssigkeit ist, d. h. t

0
--o<>, so erhält man 

t 
v \~) ~ e~r\-?.t) ) e:l.f \W) Ä\t') Jt' -- 

(ii) Die "fluktuierenden Kräfte" A(t) seien 
unabhängig voneinander GAUßverteilt mit 

<Ätn> - o 
k~T 

<A/'\t1)A,..l\2.~'> f-G .,.,_ 11~., blt,-t1) 

(iii) Dann ist 

~ 
< ... '\ _,,.t \ 'l>t' - v \h > .... -e e < Alt') > ,. o 

-c,0 

(4-.16a) 

(" S - Korrelation") 
( 4-.16b) 

(4-.17a) 
•. 
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Die 

•• 'AD e-?>lt,-tt.\ 

h ö h e r e n M o m e n t e 

(4-.17b) 

von v lassen sich 
genauso paarweise zerlegen wie die 
höheren Momente von A; insbesondere ist V mit r normal­ 
verteilt. 

Man erkennt also, daß durch (i) und (ii) ein ORNSTEIN­ 
UHLENBECK-Prozess beschrieben wird. 

4.2.4. Integrierte Geschwindigkeitskorrelation 

Wir benötigen später die Geschwindigkeitskorrelation in 
einer integrierten Form und berechnen daher 

,, ,, -n 
<v1\~0'i\v1\f')tlt' ';>,. \ 'A1)e-ilto Jt' 

0 0 

(4.18) 

Daraus ergeben sich die wesentlichen Beziehungen: 

to 'M 
<v,tr0') \ v.tl\')c\t' > ' J) -l>e- • 

0 

~ ~ ~ ~ 
<"tl~0'i\v1l\')oH'>-t<"flt1)\v,lt')~f > =-«D-1>le- 0 -+e ') 

0 0 

(4.19a) 

(4.19b) 

Für sehr viskose Flüssigkeiten, d. h. für großeA, erhält man 

*o < vt l10'i \ v1\t')~t' > = .1) 
0 

!, to 
<'-'( ltoJ \v,\f')olt' > + <v~l\,) \ v,tnJt1 '> ~~1) 

0 0 

(4.20a) .. ' 

(4.2Gb) 
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In Gleichung (4.20) wurde die Annahme benutzt, daß die Re­ 

laxationszeit ?,.-1 viel kleiner ist als die charakteristische 
Transferzeit 't:' und daß t0, t1 >- 't' s i nd , Der Ubergang von 
Gl. (4.19) zu Gl. (4.20) entspricht gerade dem Ubergang vom 
ORNSTEIN-UHLEN3ECK-Prozess zum BROWNschen Prozess; das ist 
sofort ersichtlich durch Integration von Gl. (4.20): 

<.[ 1\\10) - 'l<.1\o) 1 · [ i~}t,) - R/C)J > 
~o t1 · 

"') <v1W)· \v!l~•)Jf'>~t' 
0 O 

=.;?]t0 fürt1~t0(~t') (4.21) 
Für to ~ t1 vertausche man to und t1 und es ergibt sich 
daher allgemein 

(4.22) 

Diese Formel für die Korrelation der Pfade definiert gerade 
den Prozess der BROwNschen Bewegung: 

4.3. BROWNsche Bewegung 

Definition: 

Die (1-dimensionale) "BROWNsche Bewegung" ist 
eine Familie (X(t))t~ 0 zentrierter GAUßscher Zufalls- 

"' variabler 
mit Kovarianz <X(t1) x(t2)> ~ 2 D·min { t1t2} 

(D> 0) 

(4.23) 

Bemerkung: 

Die Abbildung 1R; x llt; ~ (t1, t2) 1-'? 2 D· I:lin {. t1, t2} €.IR; 
ist ein symmetrischer, positiv semideffniter Kern auf Gt! >< m;. 
Insbesondere ist der Prozess der BROWNschen Bewegung wohldefi­ 
niert. 
[vgl. wieder Ref. 59 S. 35 Lemma 4.4.J 

. .. 
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Physikalische Interpretation 

Aus dem letzten Abschnitt wissen wir, daß die Pfade 

~t) := Rl (t) - Rl (0) 

für sehr viskose Flüssigkeiten eine BRO'IINsche Bewegung 
definieren. 

Man beachte, daß durch den ORNSTEIN-UHLENBECK-Prozess in 
unserem Modell die Geschwindigkeiten der 
Moleküle beschrieben werden, durch die BROWNsche Bewegung 
jedoch die Orte der Moleküle. 

Anmerkung: 

Für die BROWNsche Bewegung ist 

' {u für to < t1 
dto <~lt0~~lt,) > ~ 

0 für to > t1 

• { 0 
für "o < t1 

~ <~lto'litt.) > a 
für to > t1 l ~~ 

also 

( 4.24a) 

Für g:Ut 

(4.24b) ... 

Man beachte jedoch, daß die Zufallsvariable X(t) selbst 
fast nirgend\ nach t ,ii~ferenzieroar ist 
'(vgl. Ref. 9]. I•!i'vhin werden wir Geschwiniigkeiten von Teil- 
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chen immer mit dem ORNSTEIN-UHLENBECK-l?rozess beschreiben 
und dann erst zum Grenzfall der BROWNschen Bewegung übergehen. 

~ Die Relativbewegung der Akzeptoren um den Don·or 

Es bezeichne v A und v D die Geschwindigkeiten von Akzeptor 
bzw. Donor im festen Laborkoordinatensystem. 

(v A,D(t))t ) O seien ORNSTEIN-UHI,ENBECX-Prozesse mit Para­ 

metern DA,D und 7-A,D. Betrachtet man die Bewegung der Akzep­ 
toren im Donorkoordinatensystem: 

. v(t) := ~ (t) - vD (t) (4.25) 

dann gilt 

<~lt)>"' 0 (4.26a) 

(4.26b) 

wenn man bedenkt, daß Donor- und A.kzeptorbewegung unkorre­ 
liert sind. 

Nun lassen sich die Paarzerlegungsformel für die höheren 
Momente und die integrierte Korreiationsfor~el leicht auf die 
Relativbewegung übertragen: 

t, 
(v.\tQ)\v.lt')Jt'> = 1) ,~ ~~J>D 

1 . 0 l 

~, ~o 
(v,lt0)\v/t')~t'>• <v,H·1)\v1lt')ol.t' > = -<.:D 

0 0 

(4.27a) 

(4.270) 

(4.27c) ... 

Somit ist der Übergang vom Laborkoorii.natensystem zum Do­ 
norkoordi:-iatensystem vollzogen, wenn man nur statt cit Diffu- 
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sionskonstanten DA ·und DD mit einer neuen Diffusionakonstante 

arbeitet. Die anderen für uns wesentlichen Formeln bleiben 
deI' Struktur nach gleich. 

Mit den drei Beziehungen (4.27) wird nun ein formaler Be­ 
weis für das FE:YNMAN-KAC-Theorem durchgeführt. Die obigen 
Überlegungen erlauben dann ein mikroskopisches Verständnis 
für die verallgemeinerte Diffusionsgleichung für das durch E 
beschriebene Donor-Akzeptor-Paar-Problem. 

3ehauptung: 

Unter den Annahmen der l3ROWNschen Bewegung erfüllt 
t 

E\t,R\O)) = <e~r{-\wll\t'l)cH') >- 
0 V 

das FEYNHAN-KAC-Theoret:1 (eine verallgemeinerte FO!GGR­ 
PLANCK-Gleichung): 

(4.28) 

mit i\.nfangsbedingung Eto, R (0)) = 1. 

Wir werden in 4.5./4.6. einen formalen 3eweis dieser Behaup­ 
tung durchführen unter Verwendung der obigen 3eziehungen 
(4.27). Zunächst nehmen wir eine Normierung auf die Zeit 
t = O vor: 

E(t) = 3(0) + [~(t) - L(O)] 

t 'd 
,. ElO) + \ W Elt')l:it' 

t 
" 1 - \ ...•. l'Rlt' l) E\t') dl' 

0 
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t t 
"'1- \[..,\flt'l)-..,.\1\.\0l)]Ete)Jt' -1,1\R10l)\Ell1)~y 

0 0 

Daraus folgt durch Mittelung 

Elt,~101') 
t t 

• 1- \ < (w\Rlt'l)-w-\R\O)) 1 Elt')> clt' - '-'lR\Ol) \ E\l,füOl)Jt' 
0 0 

und somit für die zeitliche Änderung von~: 

!t El~,R10)) ,. - <t..,\R1t1)-...,\~to))1e1n>-...,l~101) E!t,~toi) 

mit Anfangsbedingung E(O, R(O)) ~ 1 

Nun entwickeln wir E unter der Mittelungsklammer: 

t 
"' < [ 1o1\~\t)) -wllto))J e:x.yi \ - \-..,\~lt1 l) clt' 1 >v 

Q 

,. E_ Ht <[-.i\l'll\\)-..,\füOl)}·[ \.i\Rlt~)J.t'f" > 
hO n. o 
00 \-1)" t\ t\ " ,. Z:: -::::r dl .. . d~~ <(,.,(ttlm-.Ait101)1 )[ ...,\Rlt-)) > 
"•0 Y"'I. 0 \ 0 ,•-t 1 

(4.29) 

(4.30) 

n+1 
wobei im letzten Schritt die (triviale) Summe -1- C einge­ 

n+1 i=1 
fügt wurde, um c en Ausdr-uc s symmetrisch zu schreiben. 

... 
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Wir werden nun in 4-.6. unter Verwendung von (4.27) zeigen, 

daß 

für ORNSTEIN-UHLENEECK-Prozesse für k 1 eine Dif~u­ 
sionskonstanten D gilt. Nehmen wir dieses Resultat hier als 
gegeben an, so erhalten wir oben weiter 

< (-..,\R\t)) -w'\Rlll))l Elt) >v 
-~ - \-1)" t - ••• , 

- !l v',. L. \>1•-1)t <f\...,\RWl)clt' 1 > 
1<.ID) ""1> · o 

-i t .• - n 'vlt\ll) < e~-p l- \ ..,\R\t'l)tlt') > 
0 

Damit bleibt (~.31) zu beweisen: 

4.6. 

Behaupt1,mg: 

Fiir analytische Funktionen ·11 gilt unter den Annahmen der 
BROWNschen Bewegung 

.,.!l-- d " " L °dt· < '.li"
0
,,ARlt;)) > -= J)~i < 'Ir .,..t'R\t1)) > i•O \ i• ><.lO) 1•0 

Um das zu zeigen, entwickeln wir ·11 in eine mehrdimensionale 
TAYLOR-Reihe: 

( 4.31) 

(4.32) 

(4.33) 

.... 
(4.34) 



- 37 - 

Daraus folgt: 

(4-.35) 

Man bemerkt, daß t-Differentiation nur auf den ersten, einfach 
unterstrichenen ·reil des Ausdrucks wirkt, während R( O )-Diffe­ 
rentiation nur auf den zweiten, doppelt unterstrichenen Teil 
des Ausdrucks wirkt. Somit bedeutet der Beweis der behaupteten 
Beziehung (4-.33) gerade einen Vergleich dieser beiden Teile 
der Fromel; wir führen diesen Vergleich durch: 
Die Produktregel der Differentiation liefert 

Wir bezeichnen den zu mittelnden Ausdruck mit A. 
Die Paarzerlegungsformel (4.27 a) liefert 

... 
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(4.37) 

Beachtet man, daß 

und daß ( für k = l ) 
t, A 1 ~i Jti 1 t.,. JA 

<( \v1\t')~l') ·i· [ \vt\t')clt'1 1
- f" [ \ v~U')oll'} i, > 

0 O \f,,)'4\i,1) 0 1 
\jJ) 

symmetrisch ist in i und j, 

so erhält man für den Ausdruck A 

... 

(4.33) 
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Hier lassen sich die integrierten Korrelationsformeln (4-.27 b/c) 
unmittelbar anwenden und es folgt für A die Form 

(4.39) 

Diese Form für A oben in (4.36) liefe·rt nach einer Index­ 
transformation 

~ ~ ~ 1 +;; ~ h <f rr \v.lt')Jt') l~> _'lr_'ir_ft_11<\ ,< 

:x ..,- 'i'i•\,\~\O)) i'1·\,t~l~~) II i'~vlRlO)) 1,. (4.40) ?---:- "'-o lO)~'~ dR,10)-"'1 . . . • . e . . . . . . 1 J-., ... ti ,.., .. , • . • , r·•, 
Direkte Anwendung von ~":.R'O) =f:.. d'- ..._ zeigt nun sofort, daß 

- , t•1 0R,l01 
die Behauptung (4.33) richtig ist. 

Bevor wir ein Lösungsvetfahren für die FEYNMAN-KAC-Diffe­ 
rentialgleichung (4.28) diskutieren, gehen wir noch kurz auf 
die GREENfunktion zu f und ihre physikalische 3edeutung ein: 

4-.7. GREE!<funktion zu 3 und intuitives Verstän:inis für d.as 
Fmrr:.:.A!~-~c·l.c-~heorem 

... 

Es sei e r e , R(O), R) die G!l.E~l.!.'un.rl:tion zu E (t, R(O)),ä..h. 
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Elt,RlO)),. \ e.UJ\0),~) ~R 

(4.41 a) 

(4.41 b) 

e läat sich physikalisch interpretieren als 
Dichte der nicht angeregten Akzeptoren, die in der Zeit t 
von R(O) nach R gewandert sind, 

denn für so eine Dichte e, gilt intuitiv 

E.\0 ,~\O),R) • ~ \i$.-R\0)) und 

~t eli,?-1.0), ~) " :DV~ e.lt,RtO),R) - ....,u·~.)- e..lt,~11)),R.) 

(verallgemeinerte FOKKER-PLANK-Gleichung) 

und 

(4.42) 

E '' \cl~,RIO),R)dR erfüllt die "richtige" Differential­ 
gleichung: 

Mit dem Zeitverschiebungsoperator U(t) := exp{~[D~i-..,\.l)J} ist 

E.U,'R\O),R)" 'U~) c.l0,RI0),1t.) (4.43) 

und somit (formal), da U(t) symmetrisch ist~ 

El~,R\0)) ,. \c!R ~-p\t ('l)~~ -...,\.fü]} E\0,RI.O),R) 

- <1 l~lt)\ ilti,föo),R)> 
-= < elO, tt\O) ~) \ '\.\.\t) \ 1. > 
• \ Jit b\R-'it10)) '\.\lt) t 

= €~f 1 t ( l)?~\O) - -..,\_R\Ol)}) 1 

Für eine Ausführung dieser Idee vgl. Ref. 59. 

( 4- .4-4-) 

... 
4-.8. Der Abschneideparameter in der Kontinuumsnäherur.g 

r>er . .foschneideparar:iei:er o in Inte~ral (4.:.:) kann so gewählt 
werden, da.2 man für sehr zur-ae 3eiten t (t <<'t') /;bereinstim- 
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mung mit dem exakten Resultat des stationären Falles erhält. 
v o r der Mittelung über die Anfangspositionen i.st gemäß 

Gl. (4.2) 

J - .-: ~ . N JOrtE\~,Kj\O)) 
4>~ R;te) l~) ~ 1- -p( 1- Elt, tt,101)1 

N [n~~1ei-,,,,lR.101)1Elt,R;101) 
"-Pqi~1,~10>\t) ~ 1-rt1-e1t,R;101)1 

wob-ei in der letzten Gleichung das FE'INMAN-iCAC-Theorem ange­ 
wandt wurde. Es folgt für die Ableitung an der Stellet= O 
wegen E (0, R(O)) = 1 und <f1feste R.tO) (0) = 1: 

\ 

d N _ (4.46) 
:;;:-t ~<- r \t) [t O ~ ~ Lw\Ri\O)) c:, ,.,,.1, l~;l()) • 1 i~1 

(4.45) 

Insbesondere ist dieser Ausdruck diffusionsunabhängig. 
Mit der Kontinuumsnäherung folgt 

~i cl>lt) l !: •. 0 =- p \ ..,.1Ji.)dR 
R'>\) 

Man wird nun b so wählen, daß das Verhalten von ~ für t ~ 0 

dasselbe ist wie das von q>feste ~-(0)' d. h. 
t 

(4.47) 

b zu bestimmen aus 
N 
~w\.Rilo)) =- \ wltt)JR 
,•o ~:>b 

für eine geeignete Anfangsverteilung { R\ ( 0 )} • 
Für mittlere und längere Zeiten ( t ~ 't' ) kann man b = O setzen 
[vgl. Ref. 10} ... 
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5. Allgemeine Behandlung der FEYNMAN-KAC~Gleichung 

5.1. Zeitgeordnete ~onentialfunktion 

Die FE"l]IMAN-KAC-Gleichung (4.28) 

lautet im "Wechselwirkungsbild" 

(5.1) 

(5.2) 

mit dem transformierten b,.-dimensionalen LAPLACE-Operator 

32.A~) ,., eh; '\}-.. -tv 
tt.10) e (5.3) 

Die Anfangsbedingung der transformierten Differentialglei­ 
chung (5.2) ist natürlich wieder die 1: 

(5.4-) 

Wir betrachten die Lösung der Differentialgleichung (5.2) 
durch eine zeitgeordnete Exponentialfunktion: 

e t"'\Rto,) E\t,l5.\0)) • ~ \ ~~t' n~A lt~ ) 1 
0 

00 t ~. t,., 
„ L.4)" \Jl-, \JI:,. ... \Jt" ~lt}·-~.l~ .. ) 1 

>\&Q O O 0 
(5.5) 

und somit 

- ~ ) -t""~~\0)) E\t,~lll\ .•. e 
E lt . oo t t' t,.., 

Te- "'L itl) L.D"\Jt1 ~cl~,_ ... \Jt„ ::E~tt,)··· ~1LJ1 
'"1 o O 0 

Der erste Term auf der rechten Seite beschreibt die :c:nergie- 
übertragung ohne Diffusion, während. d.ie Summe eine 2ntwick- 

·- . 
(5.6) 
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lung in der.Diffusionskonstanten D darstellt. Eingesetzt in 
Gl. (4.7) reproduziert der erste Term die Kontinuumsausdrücke 
für die Energieübertragung auf zufällig verteilte Akzeptoren 
in einem Festkörper [vgl. Ref. 12]. 

hl.:_ Allgemeine Rekursionsformeln 

Wir beschränken uns jetzt auf isotrope Gesetze w(R(O)), 
d. h. wir nehmen an, daß die den tlbertragungsmechanismen zu­ 
grundeliegende Wechselwirkung nur abhängt vom Donor-Akzeptor­ 
A b stand R(O) aber nicht von der Orientierung. In die­ 
ser in den Anwendungen wichtigen Situation erhält man gut 
auswertbare Ausdrücke: 

Behauptung: 

Für isotrope Ratengesetze w (R( o )) ist 

l t1 1.... -i., \-l \") ... t 
ldl, )Jt,. ... ~ dL, ~4\~,) ··· :1:.4 l~ •. )1 "' L.. \., .• .t)I. K_r \RIOJ)t , >i~1 , 
0 0 0 .l•1 

(5-7) 

wobei 

1) ~-1 l<.1 \R) ~ w" \~) .,. -- w' lR) 
1 R 

K:) lR) .,. <- [ w' \R) 1-t 
l•) K,.. lR)"' 0 ~r 1-+rn •-<- (5.8) 

und die Kin)(R) für n > 1 gegeben sind durch die Differen­ 
tialrekursion 

, •• -.) [ .i '") ) 
\\.t lR)" \"' .• .e-1')\., .• .2) ,dR)1 Kt-2. lR 

+ \..., .• _e)(w•lR)K;!li<.) • ~1 'w'\R)~~~lR)•Z'--''lR)\\::'lR)] 

+ l<.1"111\R).,. .t.--1 ~1"HlR) (5.9) 
l R .i 

... 
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Es sei sogleich bemerkt, daß automatisch K)n) a O für alle i 
außerhalb von 1, ••• ,2n. 

Wesentlich ist hier, da.Bes überhaupt möglich ist, die Be­ 
rechnung der wiederholten Integrale über die Operatoren in 
(5.6) auf Differentialrelrursionsformeln zurückzuführen. 
Der Beweis verläuft so: 

~2 . .. Der LAPLACE-Operator vR eingeschrankt 
abhängige Funktionen f(R) hat die Form 

auf nur abstands- 

(5.10) 

Das ")::t. -Produkt in Gl. (5.7) ist auf die 1 anzuwenden; ins­ 
besondere erzeugt jeder Faktor eine Funktion, welche nur vom 
Abstand R abhängt. Daher kann man Gl. (5.10) verwenden, um 
den Operator ~.c. hinreichend zu beschreiben: 

(5.11) 

Nun wird die obige Behauptung sofort durch Induktion bewiesen: 
t t, f„ 

\Jt, ~A IJ,) \ dtl. . . . \ ~~ ••• 1 ~4 lt-,) ... ~ 4 lt:"•<) 1 
0 0 ~ 

•. 
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<t.e.cl. 

In Abschnitt 6.1. und 7.1. werden wir sehen, daß sich diese 
Rekursion in speziellen Fällen noch wesentlich weiter verein­ 
fachen läßt. 

5.3. Entwicklung der Zerfallsfunktion in der Diffusions­ 
konstanten D 

Zusammen erhält man für isotrope Gesetze ·,v(R(O)) nun 
[Gleichungen (5.6) und (5.7)] für die Zerfallsfunktion E für 
ein Donor-Ak'zeptor-Paar eine Entwicklung in der Diffusions­ 
konstanten D: 

E lt,~\c)) ~ e -t'-'lRio)) 

( 5.12) 

Dieser Ausdruck wird eingesetzt in (4-.7). Dabei beachtet man, 
daß für nur abstandsabhängige :Funktionen die Kontinuumsinte­ 
gration so aussieht: - '"" t:::. VA ~ \ d.'R.lO) '?..10/·-1 

\, 
(5.13) 

Dabei ist Vc,, ='lrl:::./2jr(1 + ~) das Volumen der b,. -dimensiona­ 
len Einheitskugel ( r bezeichnet die :::lJL3Rsche r-Funktion, 
Ref. ~ ·3-1. (6.1.1.)). bist der Abschneideparameter (vgl. Ab­ 
schnitt 4-.8). Schließlich erhalten ~,ir das Zerfallsgesetz 
aus: 

... 
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~ 2.,, - i' 
><L~'Dt)" L. _l_1-K1"\n.) t'J'< 'lt-1 dR 

1'1•1 l•1 ti,~t)\ l 

K)n)(R) ergibt sich dabei aus der in 5.2. abgeleiteten Re­ 
kursion. 

Im weiteren beschäftigen wir uns nur mit dem Grenzfall 
kleiner Akzeptorkonzentrationen (p << 1), d. h. wir betrach­ 
ten in obiger Summe über K nur den ersten Summanden: 

(5 .14) 

(5.15) 

lp << 1) 

5.4. Diskussion 

Nachdem wir eine allgemeine Formel für die Energieabnahme­ 
funktion 4) angegeben haben, sind einige Bemerkungen zur phy­ 
sikalischen Bedeutung höherer D-Terme in der Entwicklung ange­ 
bracht. Man sollte bedenken, daß die Annahme einer GAUE-Ver­ 
teilung für die fluktuierenden Kräfte [Abschnitt 4.2.3.(ii)] 
und somit für die Geschwindigkeiten [Abschnitt 4.2.5.(iii)] 
nach sich zieht, daß alle Korrelationsfunktionen für die Ge­ 
schwindigkeiten der Paarzerlegungsformel (4.27 a) genügen: 

(5.16) ... 

~ir spezielle Flissigkeiten müssen jedoch nicht alle Geschwi~­ 
iigkeitskorrelationen der Paarzerlegungsformel (5.16) genügen; 
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vielmehr sind die höheren Korrelationen unsicher. Ebenso führt 
Gl. (5.16) für jeden Akzeptor zu einer GAUß-Verteilung der 
Orte. Da jedes Flüssigk~itsmolekül ein endliches Eigenvolumen 
hat, kann diese Annahme gar nicht streng richtig sein. Die 
ersten Korrelationsfunktionen werden aber durch (5.16) sicher­ 
lich gut genug beschrieben. Es sei noch bemerkt, daß zum 
Dn-Term in der Entwicklung von -2n (p(t) nur Korrelationsfunk­ 
tionen beitragen, die ein Produkt von höchstens 2n Geschwin­ 
digkeitskomponenten enthalten. Somit haben höhere Korrelations­ 
funktionen keinen Einfluß auf die ersten D-Terme in -in ~(t). 

... 
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6. Hultipolfall für sehr viskose Flüssigkeiten 

6.1~ Algebraische Rekursionen 

Behauptung: 

Für ein mul tipolares Ratengesetz w(R) = ocR-s 

hat K)n)(R) aus Gl. (5.7) die Form 

ul")\"' i \") I ,_-\h„2:,,) 
".t ,~ - s lC.,t O(_ "' 

wobei 

(6.1) 

'\C.\1) - ~ 
:i. 

Kl1) '"' 0 
" und die~n) für n > 1 gegeben sind durch die (rein algebra- 

ische) Rekursion 

(6.2) 

(6.3) 

Alle Koeffizienten ~n) sind Polynome in 6, und s mit ganzzah­ 
ligen Koeffizienten; le.]n) ist u n abhängig von R. 
Die angegebenen Beziehungen für K sind unmittelbar verifizier­ 
bar durch Einsetzen des• mul tipolaren Ratengesetzes w(R) = o<.R-s 
in die Gleichungen (5.8) und (5.9). 

Wir ~eben noch die ersten nichtverschwir.denden !(-Koeffizien­ 
ten an: 

·<') :: $-~ .• .z, 
\1) ') K.2, ,. .,,,. 

... 
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Kl,.) = <..s„.a)\.!:.-A+~)\.5-A .• ~) 
1 

x.~) ~ 11-s.,_+ 4-\-1t-A„1s-)s"" ~:i.- 2.ß~ .•. ss, 
l<. \:l.) "" 4- \ 1~ s - S /::,. + 1ß) ~ 
)(_ u.) '" lrO 

lt 

lt.\"!>) = ls .• :2.°)\s--l+)ls-A--.z)\s-~+~)ls-A+lo) ~ 
)(.~) -..:2,1,s.-2·{~051..,.\_b~ +.a't'o )c,;2·.-\:~.~ -~OOß•o :ii)s - 

-S't.-,,, •;8t..'l..-~~A +4-}<-) 

K1!') " ~fäs"l, + \.-ß\>16.. + 1\-11?, )s •.. +\ '2.~ A,..-ioi.1+A. S108) s - 

- 15" & • lt,'\01::,.l. - 2~b8A ~ 4-~'t-ß 

'K.~) ""-<i [ 1Wfs"';. \-S~\,b. .• ~r72.)s + 1arl--1~1f,t:,.+ '2,1\..'2.0J 

x.:1 "' i.2.4- \~1s - S"A + ~~) 

)(.lt -::. zt 4-0 (6.4) 

6.2. Zerfallsfunktion für kleine Akzeptorkonzentrationen 

Setzt man die spezielle Form von Kin)(R), Gl. (6.1), in 
Gl. (5.15) ein, dann kann man die auftretenden Integrale für 
s) A unnn, ttelbar ausführen: 

(6.5) 

wobei .... 
~,o.,I.\) '" \e-"'- :c.~-, h. 

0 

... 

die unv o l l.s t änd Lge Ja.mmafun~~tion be z e i c nne r :;:ef. ~ (0.5.2.): 
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Eine weitere Vereinfachung der Gl. (6.5) ergibt sich, wenn 
man für den Abschneideparameter b = O setzt: 

wobei~ gegeben ist durch 

(6.6) 

(6.7) 

Die ersten drei Koeffizienten A1, A 2, A3 lauten: 
-1 . 

A1 „ -sr ls-~ .• z) 

1 [ 1. A<- ,,. - '!.· S! \.s-~ .• 1½-) ?>s>--~\A-~)s „ S~ -Li-~- Lt 1 

A~ = ~\\ t.s-Ä-tlo)[~o~~+l-11t:..,,r~s)s~ .• 1.1~A~-1tst.­ 

-2si)s1. + l-4-tili' .• ~i.i2ti.1..,1ioe:.~~o)s + 

(6.8) 

Für 6.= 3 und s • 6 wurden diese drei Koeffizienten An von 
YOKOTA und TANIMOTO [Ref. 74} angegeben. Wir haben freilich 
ein einfaches rekursives •Verfahren, um im allgemeinen Fall 
die Koeffizienten An auch für höhere n zu berechnen. Die Er­ 
gebnisse von YOKOTA und TANIMCTO 5elten für 1en Fall kleiner 
Akzeptorkonzentration, da das Mittelungsverfahren dort dem 
FORS~:SR-DEXT:SR-Zugang entsp:::-icht. 3L1.J1.,:cN und i·:,u.z haben in 
Ref. 12 gezeigt, daß dieser Zugang auch für wittlere Zeiten 
t>'t' ricr.tig ist; dieser Fall räumlich fester .L~zeptoren er­ 
giot sich auch aus Gl. (6.6) ohne Diffusion, also für~= 0: 

'• . 
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für Festkörper (6.9) 

Spaltet man diesen FöRSTER-Anteil von Gl. (6.6) ab, so erhält 
die Zerfallsfunktion die Form 

(6.10) 

wobei feine Funktion von~, der Diffusionskonstanten D und 
der Zeit t ist: 

(6.11) 

f hat dabei eine Entwicklung 

(6.12) 

mit 

(6.13) 

Da <l>(t) eine bekannte Funktion ist, haben wir die Berechnung 
0 

von q, zurückgeführt auf die Berechnung der Fuo,ktion f bzw. 
ihrer Entwicklungskoeffizienten an. Die An lassen sich über 
die ~in) rekursiv berechnen. In Tafel I sind als 3eispiel die 
ersten fünt Koeffizienten an fürs= 6, 8, 10 und ß = 2, 3 
zusammengestellt. Bisher waren nur die Koeffizienten a1, a2 
und a3 für den Spezialfall 6= 3 und s = 6 bekannt [Ref. 7~). 

6.3. PADE-Approxima");.ion von f 

Die Tafel I der an führt zu der Vermutung, daß die Reihe 
für f um O divergiert. Das ist nicht verwunderlich, wenn man 
bedenkt, daß das Gesetz w(R) = o<R-s in R = O singulär ist 
und wir bei der Kontinuumsnänerung bis zu dieser Singularität 
integriert haben; jedoch lie~en die Gründe für die Divergenz 
noch tiefer, wie wir in 7.-:.. sehen werden. Es ist jedenf!l.11s 

... 
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eine spezielle Summierungstechnik notwendig, um aus der 
¾-Reihe numerische \'/erte von f zu berechnen. Wir wenden 
die Reihe (6.12) eine Variante der FADE-Approximation an, 
d. h. wir ersetzen f durch einen Ausdruck der Form 

auf 

(6.1ll-) 

mit u0~ v0~ 1 und m ~ n. Die Koeffizienten ui und v. werden 
bestimmt durch FADE-Approximation [Ref. 16] von r11~. Der 
Para111eter q seinerseits erlaubt es für m ~ n, das Verhalten 
von ~ für t-+oo (d. h. x--) zu berücksichtigen. 

für :c.-"oo (6.15) 

Sollte insbesondere q, fü.r t .__ ein Verhalten wie 
. exp ( -const · t,-9-) für ein geeignetes ,.J- zeigen, so wird man 
m +n wählen und 

t9-s-A 

setzen; dann nämlich hat q, die Form 
A-2-9 '- 

1 "< )~ t. ,., 
- Q'h (}lt) ,.._, f · tN6 l°~ \":i) ,'Dt) 

mit 

(6.16) 

(6.17) 

(6.18) 

Für gegebenes ,.} be s t i.mmt; die Wahl von m und n (m > n) den 
Wert q. u und v ergeben sich ihrerseits aus den bekannten 
Koeffizie~ten aindurch FADE-Approximation von r1/q. Somit führt 
die Wahl von II! und n, falls u /v > O ist, zu einem festen po- m n „ 
si ti ven '.vert von f-. Insbesondere sind verschiedene PA.D:::-Appro- 
xi:nanten durch i!:Jre j'--.'ierte charakterisiert. 

Es wurde ein Fort.:-an-Frogramm PADIF erstellt, we Lc he s für 
gegebene ,ierte von s, 1:::,. und ~ die (m/n) P.~:i:f-A:;::proxi;;ianter;. 

.. 
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für f und ihre /'- -Werte berechnet. Wir diskutier.en jetzt das 

numerische Vorgehen: 

6.4. Wurzelziehen aus einer formalen Potenzreihe 

Gemäß Gl. (G.14) haben wir f1/q zu berechnen, wobei f(x) 
durch eine formale Potenzreihe gegeben ist. Für einen belie­ 
bigen Wert r = 1/q gilt bekanntlich 

(6.19) 

mit reellen bi' welche gegeben sind durch 

T\1"-1)· ... · h-R„1) 
LI ßi, . ,,. 

mit (6.20) 

·\ ~ r t. ~ ~ 
O·n „L._ · 1 • I ll ··· C\. (6.21) ,.. :), . 'l, . .,. ' 

Die Su=ation in Gl. (5.21) erstreckt sich über alle nicht­ 
negativen ganzen Zahlen j1, ••• , ji mit j-, + ••• + ji =2 
und 1·j1 + 2-j2 + ••• + i·ji = i. 

/ 
Die Berechnung der Koeffizienten bi' die wir für die FADE- 

Approximation benötigen, ist somit im wesentlichen ein Orga­ 
nisationsproblem zur Bestimmung der richtigen Indexkombina­ 
tionen (j1, ••• , ji) in Gl. (6.21). Der zugehörige Fortran­ 
Programmteil PZ wurde Ref. 52 nachempfunden und ist in 
Tafel II aufgelistet. 

~ FADE-Tafel 

Nun werden die Koeffizienten ui und vi von Gl. (6.14) be­ 
rechnet durch Anwendung der üblichen FAD.t-Approximation auf 
die rechte Seite von Gl. (5.19); dazu wurde die Subroutine 
TRAVEL von Ref. 16 verwendet. Auf diese ·.veise erhält nan für 
gegebene Werte von s, 6. und ,S.- eirie FADE-Tafel der Funktion 
f(x). 

.. 
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FORTRAN-Subroutine zum Potenzieren von Potenzreihen 

l 

5 

10 lCCO 

.2000 
15 

10 
20 

ll 

Z5 

SUS~JUTINE PZ(~G,P,F,Gl 
INTE.GER i:, ES 
DOUBLE PRFCISlON A,ASUN,P,PP,F,G 
DIHE~S!uN 1(20l,E(20l,LZ(201 
Dl~EN~ION A(20,20l,F(20l,G(21l,PP(20l 

DO DOO K•l,NG 
()0 1000 l•l,~G 
AIK,L l •0.00 
A(IIIG, ll•f (r.Gl 
l\•"IG-1 
oo 2000 L•l,K 
llll•E<Ll•L21Ll•O 
I<i'IGl •L•L21„Gl•l 
E3•i:( ,'lG l ~J•NG 
GJTO ll 

30 

35 

40 

45 

50 

J •j +l 
l(J)•-1 
l2CJl •LZ( J-1 l-l 
E(Jl•E(J-ll-J 
l(J)z!(J)+l 
L•LZ< J l+l 
ES•E!Jl+J 
lHE>,GT.NGl GOTC' 12 
LZ(Jl•l 
f<Jl•ES 
IF(J.LT.NG) GOT.:. i o 
ASU:'l•l,00 
Oü 2 K•l,ES 
T f C J ( K l • EO, 0) GO TCl 2 
Ir<• lC K l 
Cüll"'l,111 

l ASu~•ASU~•fCKl/DeLECFL0AT(~) l 
2 CONTI IWE 
t I ES, L 1 • A ( ES, L l + t S UII 
GGlO ll 

l, lfCJ,EO.l) GLTO 13 
J•J-1 
GOTC 11 

13 ,:p( ll •? 
00 io o L•2, r.G 

lCC. PP(ll •P?(L-ll•(P-OBL!::(FL:J.11T<L-ll l) 
Cu 200 l\•l,l'<G 

,eo G(l<.l•P•A(K,ll 
r, J 30 ') ,< • 2 , N G 
0~ 3JO l•2,K 

3C.~ G(l<.l•G(Kl+;P(Ll•t(K,Ll .. 
Input: r·:G , P, ?(1), ••• F(t:G) 
Output: G(1), ••• , G(NG) 

so daß 
Nö 

1 + LG.1k);t."- ,. 
~-1 
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In Ref. 74 wurde für ~= 3 und s = 5 ein exponentielles 
Langzeitverhalten für ~ , d. h. der Wert >= 1 vorgeschla­ 
gen. Wir werden bei Rechnungen im d.reidi:nensionalen Fall da­ 
her auch den Wert ,,!r = 1 annehmen. 

Wie bereits angemerkt, unterscheiden sich die verschiede­ 
nen PADE-Approximanten durch ihre j,1--'t/erte, Gl. (6.18), wel­ 
che das Langzeitverhalten charakterisieren. In Tafel III sind 
für den 3-dimensionalen Fall ( A = 3, ;-9- = 1) diese )J- -i>ierte 
b i s zum ( 5/4 )-Approximanten gegeben. F<ihlend.e Einträge gehören 
zu A,pproximanten (m/n) mit um/vn < 0, d. h. zu Approxio::.anten, 
die nur für kurze Zeiten vernünftig auswertbar sind. Der 
YOKOTA-TA.'!IMOTO-Ausdruck entspricht dem er!:ten Eintrag in 
Tafel III, nämlich dem (2/1i-Approximanten. YOKOTA und 
TANIMOTO (74) und GOESELE [3:5 haben im 3-dimensionalen Fall, 
ausgehend von einer Stationaritätsbedingung für lange Zei~en, 
den ':/ert 

(6.22) 

vorgeschlagen, also /"o= 0.6760, 0.6696 und 0.6380 für 
s = 6, 8 und 10. Tafel III lehrt nun, daß der (4/2)-Approxi­ 
mant für l::. = 3 und s = 6 eine zufriedenstellende Überein­ 
stimmung zwischen j)- und ,flo liefert. 

In Tafel IV geben wir schließlich fürs= 6, 8 und 10 die 
Koeffizienten der (2/1)- und der (4-/2)-Approximanten an. 

6.6. Graphische Darstellung 

Um das Zerfallsgesetz, q, gegen die Zeit ;:; aufzutragen, fi.;h­ 
ren ·.-,ir zunächst dimensionslose Größen ein: 

':lir me s s en die Zeit t in :i;;inhei ten von 'l:" und den Abstand R 
in Einheiten von d: 
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Wir führen daher folgende Bezeichnungen ein: 

n „ V6~J6 
"' l)'t' ~ ~ 7 
ß "' 1 

-r 
T ,. 't" 

Dalllit erhält Gl. (6.5) die Form 

(6.23) 

(6.24-) 

(6.25) 

(6.26) 

(5.27) 

-ih. ~\~')"" [-~~0lt)1·\1::c) 
mit - -21-, \}~lt)• .O.f r l1- i) T61' 

~,. J)T-1-Vs 
In Tafel V ist das Gesetz (6.28) der Donoranregung gezeichnet 

(6.28) 

für die drei betracr.teten multipolaren Wechselwirkungen 
(s = 6, 8, 10) und für drei Akzeptor~onzentrationen (p = C.CC1, 
0.01, 0.1). s = 6 entspricht der voll ausgezogen€n Kurve, 
a = 8 der gestrichelten und s = 10 der strichpunktierten Kur­ 
ve. Für die Zeichnungen wurden bei der Auswertung von f die 
(4-/2)-FADE-Approximanten verwendet (vgl. Tafel IV). 

Die Zeichnung wurde in speziellen logarithmischen Skalen 
ausgeführt: es -..urde -!n (-Rn~ (t)) gegen Rn(T) aufgetragen. 
Diese Skalenwahl erlaubt, ~ ( t) für einen großen Zei tce r e i.ch 
und für sehr verschiedene Akzeptorkonzentrationen in einem 
Bild darzustellen. Auch wird die Zerfallsfun~tion in dem 3e­ 
reich verstärkt, wo q°? noch sehr nahe an 1 liegt. Jieser Be­ 
reich ist (durch strahlenden Zerfall) experimentell leichcer 
zu be obach t en als :ie::- 3e:::-ei•::::, wo q> (t) < O.C'1 ist, in d era 
die Intensitäten sehr klein 3ind. Schließlich ist es in iie- 

.. 
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sen Skalen sehr einfach, das Zerfallsgesetz für andere Kon­ 
zentrationen p << 1 als die gezeichneten abzuleiten: Eine Ver­ 
änderung von p führt gemäß Gl. (6.28) nur zu einer Parallel­ 
verschiebung der Zerfallskurven. 

Für D wurde der Wert D = 0.1 gewählt. Das entspricht bei 
einer Ubertragungszei t 't"' = 10-11 sec zum nächsten Nachbarn 
und einem Moleküldurchmesser von 5 l einer Diffusions·konstante 
von 2.5 ><10-9 m2 sec-1• Diese Größenordnung ist charakteri­ 
stisch für mäßig viskose Flüssigkeiten. 

Für feste multipolare wechselwirkung führt - wie erwartet - 
eine höhere Akzeptorkonzentration zu schnellerem Zerfall. Das­ 
selbe gilt bei Vergrößerung von D: die Diffu,.sion beschleunigt 
die Abregung des Donors. Die Abregung geht langsamer für kür­ 
zerreichweitige Wechselwirkungen, d. h. für größeres. Für 
sehr kurze Zeiten ( t < 't' ) ist das exakte Zerfallsgesetz quasi­ 
exponentiell [Ref. 3, 10, 12]; das liegt daran, daß die Mole­ 
küle ein endliches Volumen haben. In Tafel V wurde For~el (6.28) 
ausgewertet und damit kein minimaler Donor-Akzeptor-Abstand be­ 
rücksichtigt. Diese Vereinfachung führt dazu, daß sich die ge­ 
zeichneten Kurven für verschiedenes-Werte bei sehr kleinen 
Zeiten t <<"!:' schneiden; die SchnittJ)un.kte sind also artifizi­ 
ell und haben keine Bedeutung. Es sei·bemerkt, daß die Zer­ 
fallsfunktion für längere Zeiten t ~"!:' diese Vereinfachung 
nicht merkt (beachte Gl. (5.27)). 

Das Langzeitverhalten der gezeichneten Kurven ist bestimmt 
durch den Parameter JA von Gl. (6.18). Daher fÜhren andere 
Formen für cp (t) ,' die für lange Zeiten denselben Parameter JA 
reproduzieren, in diesem Zeitbereich zu beinahe identischen 
Ergebnissen: Die in Ref. 33 vorgeschlagenen· Formen für ~ ( t) 
sehen den hier gezeichneten Kurven sehr ähnlich. 

•. 
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7. Austauschfall für sehr viskose Flüssigkeiten 

7.1. Algebraische Rekursionen 

Behauptung: 

Für ein aus teuschar-ta.ges Ratengesetz 11(R) =O(e- tR 
hat Kin\R) aus ci , (5.7) die· Form 

Kin)(R) = '(2n ,,,l(R) 
2n-l 

\C.(n) ( :(R)-i ~ 
l. = 0 l,i 

wobei 

)(. (1) = 1 )(. (1) = 1 -t:,. 1,0 ' 1, 1 

)(. (1) = 2 2,0 

)(.. (1) = 0 sonst l,i 

(7.1) 

(7.2) 

und die \C.l(n? für n > 1 gegeben sind durch die (rein alge­ 
,i 

braische)Rekursion 

(7.3) 

Alle KoeffizientenKi~f sind Polynome in~ mit ganzzahligen 

Koeffizienten; Ki~{ ist u n a b h ä n g i g von t und R. 
Jie angegebenen Beziehungen für~ sind unmittelbar verifi­ 
zierbar durch Einsetzen des Austausch-Ratencesetzes 
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w(R) =o<e-tR in die Gleichungen (5.8) und (5.9). 

Wir geben noch die KoeffizientenK.(2) explizit an: 

\1.) K.ll.) • .2l1-~) l1.) \"l.) ( ) 
x4,o • 1 )(. .• X. ,. lt.-1) ~-3 

~.1 ",1. •,?, 

\l.) 7 ll) " -11, ,1-A) 
\ l.) 

)(. ,. '1 'K. X • ?i~--'\)lA-3) 
'l.,O 2,1 l.,l. 

)(l'l.) ~ 50 ll.) ) 1C. ,. iol-1-ti. 
?.,o ~i 

)(.\1.) .•• ~o ( 7 .4-) 
i.,o 

7.2. Vereinfachung derK,-Rekursion im 1- und 3-dimensio­ 
nalen Fall 

Behau:12tun5: 
Für t::, = 1 ist 1efn? = 0 für i ~ 1 und 

,1 

für t::, = 3 ist Kin{ = 0 für i ~ 2. ,~ 

Insbesondere hatX.i~{ die Form 
K (n) 

1,1 

K. (n) 
l,i (l:i.-1) (t::.-3) M1(n) ,i 

für 

(7-5) 

i ~ 2 

wobei cfn) ganze Zahlen sind und Mi~{ Polynome in t::,. mit 
ganzzahligen Koeffizienten. Wir tabellieren die ersten nicht­ 
verschwindenden lC.-Koeffizienten im 3-dimensionalen Fall in 
Tafel VI. ·- 

7.2.1. Beweis im 1-dimensionalen Fall 

3ei jetzt 6, = 1. 
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T a f e l VI 

Die Koeffizienten K..)n) für ß; 3 , Gl. (7.2) und. ci , (7.3) 
,1. 

R. 
(n) (n) 

lt K.i,O K.,t,1. 

1 1 1 -2 

2 2 0 

2 1 1 -4 

2 17 -32 

3 52 -40 

4- 4-0 0 

3 1 1 -6 

2 80 -252 

3 913 -1722 

4- 3334- -3584- 

5 4-704- -224-0 

6 224-0 0 

4 1 1 -8 

2 335 -14-28 

3 1064-7 -29676 

4- 1014-4-1 -191760 

5 4-08776 -510864- 

6 786~!:4- -591360 

7 714560 -2464-CO 

8 24-64-C0 0 
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Sicher ist nach Gl. (7.2) 

(1) 
Kt,i 

Weiter lautet die Rekursion ( 7. 3) für !::,. = 1 : 

0 für alle i und alle i ~ 1. (7.6) 

(7.7) 

Für i = 1 sind nur die ersten drei Terme von Gl. (?.7) un­ 
gleich Null. Daher ist x..Cf:~) eine Linearkombination von 

if 4 mit t- = ß.· 2. ,!-1 , .e. • Wendet man diese Uberlegung n-mal an, 
1 

so erkennt manK.~:4 als Linearkombination von ><.~~4 
( ~ = 1, ••• ,.e.). Das bedeutet aber wegen Gl. (7.6), daß K~~1=0 
für alle n und i.. 

Für i = 2 verschwindet der letzte SUll!.llland von Gl. (7.7). 
Der vorletzte Summand verschwindet, da er zweiK-Koeffizien­ 
ten vom Index i = 1 enthält. Daher ist 'K.(f+1) eine Lines.r­ 
kom.bination von K.~~~ mit '/'. = J.-2, .{-1, ~ • I~duktion über n 

zeigt, daß 'l<.~n~ eine Linearkombination von x.\1~ (~=2, ••• ,i.) 
' (n) ' ist. Wegen Gl. (7.6) verschwinden alle 'l<.1,2• 

Nun beweist man das allgemeine Resultat für~= 1 mittels 
vollständiger Induktion über i. Nehmen wir an, daß alle K.\n? 1 A,J.- 

Und lt.}:{_2 verschwinden. Dann ist nach Gl. (7.7) lC.(R:{) eine 
Linearkombination von >t~n? CJ.=i.-2, i.-1, .e_ ). Also ist K,\n? "'1 ~,l. 
eine Linearkombination von lC.~{, welche wegen Gl. (7.6) ver­ 
schwindet. q.e.d. 

7.2.2. Beweis im 3-dimensionalen Fall 

Sei jetzt 6.= 3. 

Sicher ist nach Gl. (7.2) 
.. 

(1) 
x.t,i 0 für alle i. und alle i ~ 2. (7.8) 
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Weiter lautet die Rekursion (7.3) flirl:::. = 3 

(7.9) 

Man hat hier die Fälle i = 2 und i = 3 einzeln zu betrachten 
und dann vollständige Induktion über i durchzuführen. Die Spe­ 
zialfälle i = 2 und i = 3 für A = 3 werden analog zu den Fäl­ 
len i = 1 und i = 2 für t::. = 1 bewiesen. Der Induktionsschritt 
über i verläuft wie im Fall 6.= 1, womit die Behauptung be­ 
wie-sen ist. 

7.2.3. Beweis der speziellen Form von x.<1n? im allgemeinen 
,i 

l:, -dimensionalen Fall 

Wir zeigen nun, daß die Koeffizienten K den Gleichungen (7.5) 
genüg9~. ~ie rekursive Darstellung in ?.1. lehrt unmittelbar, 
daß die ~ln) Polynome in 6. mit ganzzahligen Koeffizienten sind. 
Die höchst;

1
in 'lt.(,_n) auftretende A-Potenz ist offenbar i. 

,J. 
Diese Feststellungen zusammen mit den speziellen Aussagen über 
das Verschwinden von 1(.'s im Fall A = 1 und 3 beweisen die 
Gleichungen (?.5). 

Es sei darauf hingewiesen, daß sich die Beziehungen (?.5) 
nicht für größere i-Werte trivial erweitern lassen: für 
i = 3 läßt sich aus~)~§ nicht der Faktor t::,- 5 abspalten, da 
die (7.7) bzw. (7.9) entsprechende Gleichung im Fall t::, = 5 
einen x~~~-Summanden enthält. 

7.2.4. Bemerkung 

Das hier gezeigte Verhalten der Koeffizienten ~\n? hat sei- -.i,i 
nen tieferen Grund in der speziellen Struktur des ~

4
ln -ope ra- 

tors [Gl. (5.3)] im ein- und drei~imensionalen Fall. K<;)(R(O)) 
- gageben durch Gl. (5.7) und Gl. (7.1) - ist ein Polyno~ in 
R( O )-1 !:Ul tipliziert mit ·;/(R( O)). 

.. 
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Für A - 1 ist 

~)t) :,; e t-..,l~\O\) 't° -htlRIOl) 
)'R\0)1. e. (7.10) 

t i 1-. 
Man betrachte nun den Ausdruck \dt1 (dt2 ••• ~dtn3;1(t1) ••• x,(tn)1 

0 ~ Q 

im Austauschi'all, w(RtO)) ~oc:e-fR(O). Wiederholte Anwendung von 
~(t) auf 1 erzeugt offenbar keine Terme, die negative Po~enzen 
von R(O) enthalten. Die Exponentialterme etw und e-tw fallen 
nach jeder Differentiation heraus, so daß insgesamt ein Polynom 
in t stehen bleibt. Auch die nachfolgende Integration über t 
erzeugt somit keine negativen Potenzen von R(O). Also enthält 

2n 
auch der Au.sdruck}J=1 ctBi K~n)(R(O))tn+i gemäß ci , (5.7) 

keine negativen Potenzen von R(O). Vergleich mit K~n)(R\O)) in 
der Gestalt von Gl. (7.1) zeigt, daß im eindimensionalen Fall 
alle Koeffizienten><.~~{ mit i ~ 1 verschwinden müssen. 

Für A "' .3 hat der LAi'LACE-Operator ~~( 0), eingeschränkt auf nur 
abstandsabhängige Funktionen f(R(O)) die Form 

~,. 'd... • 3-- _';)_ ,. _, L , <~ 11) 
vltl1l} • ~0)-i. ?.10) 'd'RIO) R\O) 'dR\01~ R\Oi I. 

Also ist 

~~lt) ., l,\oY~ .XJt) 'R\O) (7.12) 

und das 3-dimensionale Diffusionsproblem mit radialer Symmetrie 
ist auf das 1-dimensionale Diffusionsproblem zurückgeführt; 
schließlich gilt: 

.. " . '.ir ::E:,l~i) "' "R\of~ '.lf.~.ltj) RlO) (7.13) , . ., , .•.. , 
Jetzt argumentiert man wie oben: ':liederholte Anwendung des 
1-dimensionalen Operators2(1(t) auf R(C) und nachfolgende Zeit­ 
integration ftnrt im Austauschfall nicht auf ne~ative Potenzen 
in R(O). Wegen des Faktors R(0)-1 auf :ier rechten Seite von 
$1. (7.13) ist die einzige negative Potenz in a(O), die ic (5.?) 
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auftreten kann gleich -1; mithin verschwinde~ im 3-dimensio­ 

nalen Fall alle )t.~n) mit i ~ 2 • 
•. ,i 

7.3. Zerfallsfunktion für kleine Akzeptorkonzentration 
im 3-dimensionalen Fall 

Setzt man die spezielle Form von K)n)(R) , Gl. (7.1) , 
in Gl. (5.15) ein, so wird man auf Integrale 

c,O -"- 
G. \\,\.llJ ,. \ e-1.1e l1.1e-oc:)" :c."' o6:. (7.14) 

•••• ~ 1 1 '\- 

geführt. In 7.6. wird eine ausführliche Behandlung der 
G-Funktionen gegeben. Mit dieser Bezeichnung erhält man 

(7.15) 

Im 3-dimensionalen Fall vereinfacht sich dieser Ausdruck ge­ 
mäß unseren tlberlegungen in Abschnitt 7.2. zu 

\y3,. ~~ ) 
wobei zur Abkürzung 

(7.16) 

(7.17) 

gesetzt wurde. 

Wir verwenden die im Anhang 7.5. abgeleiteten Eigenschaften 
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für G-Funktionen, um Sn(u;q) weiter UlllZuformen. Es werden die 
Bezeichnungen von 7.6 benutzt; insbesondere ist 

r -x 
~(u) & Gm,1(u;O) ~ u j e-ue e-xxmdx 

0 
(7.18) 

Die Funktionen Gm,n(u;q) sind Linearkombinationen der Funk­ 

tionen 'i('l, ue-q) und gl'"(ue-4). Da '{(Y-, ue-q) beschränkt ist 

- j(t', ue-q)< rt~)- , gilt für größere u: 

Gi,/1.1;,J"' t \~) ,2.-'l ~1,1\..,e-~) 

-= UH~\ ,5
1
lue-,) + Olt) 

und man erhält für Sn(u; q) die Form 

mit den 3ezeichnungea 
7.,. \ )t•1 P. ,a. > _-_'\ _ \.(-1)1 l") 

" k:i li,~~)\ · >cJ,o 
und 

(7.19) 

(7.20) 

(7 .21) 

(7.22) 

(7.23) 
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Am Rande sei bemerkt, daß die numerische Auswertung der Gn 
Anlaß gibt zu der Vermutung, daß für n ~ 3 gilt 

.i„ l-1)' ß-1 
qn = 2 L. l„d\\ \H)[ ,c_~ [:_ f1 

.t•1 " ,•1 

Weiter ist 

(7.24-) 

Zusammen erhält man für das Zerfallsgesetz g)die Form 

-Q,-,cylt)" v~r~f8 {~~\"(e-r"t) - 

-::>(?l.g1Dt)-{liJ ~2.~e-11"n 
- ~l~\fDt )+2fb 'P~'.!)t)-~\,),.h

1 
\oi_<t~\) 

(7.25) 

wobei die Funktionen 

und (7.26) 

eingeführt wurden. 

~ Summierung der P-Reihe 

Die Rekursionsformeln (7.2), (7.3) erlauben zusammen mit 
den Definitionen (7.22) und (7.23) eine direkte Serechnung 
der Koeffizienten P und ~ • ;•/ir tabellieren die i/erte für n n ...., 
1 ~ n ~ 10 zusammen ffii t Näherungen ? n, die wir im folgenden 

.. 
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besprechen, in Tafel VII. Obwohl die Pn und '1n alternierend 
sind und monoton fallen, führt die Anwendung des HADAMARD­ 
Kriteriwns auf die Koeffizienten zu der Vermutung, daß der 
Konvergenzradius beider Reihen O ist. Andererseits gibt es 
Funktionen, deren asymptotische Entwicklungen ähnlich sind 
den tabellierten Koeffizienten für P und q. Wir betrachten 
im weiteren speziell die Funktion P(x), da sie den Hauptan­ 
teil g2(oc.e-fbt) im diffusionsabhängigen Term von Gl. (7.25) 
multipliziert, d. h. wir nähern ~an durch 

(7.27) 

Definiert man eine parameterfreie Funktion P(x) durch 

(7.28) 

wobei erfc(z) die komplementäre Errorfunktion [Gl. (7.1.2) 
in Ref. 1] ist, so hat P die asymptotische Entwicklung 

- - "' 'P bc.) --..., L. 'P,.. ,:,:."' 
•• ~1 

mit Koeffizienten Pn [siehe Gl. (7.1.23) in Ref. 'i] 

(7.29) 

1-~- ... · tin-~) 
2.,"·1 'it":l.." (7.30) 

·- 1 -2 - P~ genügt der Rekursionsformel Pn+1 = -(n - 2)'ir Pn. In der 
Tafel VII sind neben Pn auch die ersten zehn F'n-Werte aufge­ 
listet; die Different zwischen Pn und~ beträgt in allen 
Fällen weniger als 9 %. Von n = 5 ab sind die Pn von unten 
durch~ beschränkt. Diese Tatsache unterstützt unsere An­ 
nahme über das Konvergenzverhalten der Reihendarstellung 
für P(x). 

Es sei bemerkt, daß die Struktur von P(x) [::1. (7.28)], 
wo x( = f2Dt) proportional zu Dt ist, in der Theorie der ·,'iärme­ 
lei tung in Festkörpern öfter vorkommt. Zumindest für nicht 

.. 
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Tafel VII 

Die Koeffizienten Pn und Qn, Gl. (7.22) und Gl. (7.23) , 

und Pn, Gl. (7.30) 

~ 
,..., 

n ~ G"l 
1 .1666667 .1795871 -~3333333 

2 -.0083333 -.0090980 .0388889 

3 .OQ13228 .0013827 -.0057760 

4 -.0003472 -.0003502 .• 0015686 

5 .0001263 .0001242 -.0006020 

6 -.0000586 -.0000566 .0002946 

7 .0000331 .0000316 -.0001744 

8 -.0000220 --.0000208 .0001209 

9 .0000168 .0000158 -.0000961 

10 -.0000146 -.0000136 .0000860 

.. 
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zu lange Zeiten können wir P(x) durch~ approximieren. Neh­ 
men wir nun an, daß die Lösung der Diffusionsgleichung (4-.28) 
in ~zu Ausdrücken führt, welche sich ähnlich wie '.i?verhal­ 
ten, dann erklärt sich die Divergenz der in (6.5) und (7.25) 
auftretenden Reihen aus einer Verzweigung der zugehörigen 
Funktionen für D = O. Insbesondere sind spezielle Summierungs­ 
verfahren notwendig. Wir setzen im weiteren den Abschneide­ 
parameter b 3 O und approximieren die Zerfallsfunktion für 
diffundierende Akzeptoren, die durch Austausch mit dem Donor 
wechselwirken, durch 

( 7. 31) 

wobei P durch Gl. (7.28) gegeben ist und gm(u) die verallge­ 
meinerte INOKUTI-F.IRAYAMA-Funktion, Gl. (7.18), darstellt. 
Es ist zu erwarten, daß (7.31) das Zerfallsgesetz. auch für 
längere Zeiten und größere D-Werte qualitativ beschreibt. 
Für D = 0 liefert (7.31) exakt das FÖRSTERartige Zerfalls­ 
gesetz von INOKUTI-HIRAYAMA; für Zeiten der Größenordnung 
't" • efd/o< reproduziert Gl. (7.31) sehr gut das Zerfallsgesetz, 
das man erhält durch Auswerten der ersten zehn Terme in der 
P- und q-Entwicklung, Gl. (7.26). 

7.5. Graphische Darstellung 

Um das Zerfallsge-setz 
wir wieder (wie schon im 
ßen ein: 

n := V3gd3 

n : = D't-' 
7 

~ 
b . - ä 

qigegen die Zeit t aufzutragen, führen 
Multipolfall 6.6) dimensionslose Grö- 

(7.32) 

(7.33) 

(?.34-) 
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T t ('t'= eid-/ot) (7-35) :~ 
't' 

u ·- e(1-~)A-T z e(d-b)f .i.. 
' A := '{d (7-36) ~ 

Damit erhält Gl. (7.25) die Form 

-Jn ~lt) r. .O.A-~'f h~l14) 

-~[i'\A,.~T)-t,JA) ~,.l~') 

-~ (q \A:t$T)-t :J.,~f>- J\A~$THr-,At1~Al14)) 

+Ol1.) 

und für r = 0 ist das approximative Gesetz ~a 

(7-37) 

(7.38) 

In Tafel VTII ist nun das approximative Gesetz (7.38) der 
Donorabregung graphisch dargestellt. Für den Wechselwirkungs­ 
parameter A = 'i'd wurde der Wert 3 gewählt und die Dichte der 
Flüssigkeit wurde gleich der Dichte eines entsprechenden 
kubisch raumzentrierten Gitters gesetzt. Der Wert rd = 3 ent­ 
spricht einer Abnahme der Donor-Akzeptor-Wechselwirkung um 
einen Faktor e3 ~ 20, wenn der Donor-Akzeptor-Abstand um einen 
Moleküldurchmesser zunimmt. 

Es werden die Kurven für drei verschiedene Akzeptorkonzen­ 
trationen gegeben: p = 0.001, 0.01 und 0.1. Gezeichnet wurden 
der Fall fester Akzeptoren, d. h. D = 0 (ausgezogene Linie) 
und zwei Diffusionsfälle:D = 0.1 (strichpunktiert) und 3' = 1.0 
(gestrichelt). Die '!lerte D = 0.1 und D = 1.0 entsprechen für 
ei~e Cbertragungszeit von 't'~10-11 sec zum nächsten Nachbarn 
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und für einen Moleküldurchmesser von 5 R gerade Diffusions- 
-9 2 - 1 -8 2 -1 konstanten D von 2.5 x 10 und .J :.c O m sec 

Für die Zeichnung wurden wieder spezielle logarithmische 
Skalen verwendet: Es wurde -in (-!n q>alt)) gegen ln(T) auf­ 
getragen (vgl. 6.6). 

Wie erwartet, führt eine größere Akzeptorkonzentration zu 
schnellerem Abfallen. Dasselbe gilt für größere Diffusions­ 
konstanten D; Die Diffusion beschleunigt das Abfallen. Die 
ausgezogene Linie, also der Fall räumlich fester Akzeptoren, 
stellt das INOKUTI-HIRAYAMA-Gesetz für Akzeptoren in einem 
Festkörper dar. In diesem Fall (D 2 0) geht die Steigung der 
Kurve für lange Zeiten asymptotisch gegen Null. Im Fall 
diffundierender Akzeptoren (D + 0) haben die Kurven dagegen 
auch für längere Zeiten eine endliche, nichtverschwindende 
Steigung. Eine Vergrößerung des Parameters '( führt zu einem 
langsameren Abfallen der Donoranregung, da größere Y,-Werte 
kürzerreichweitigen Wechselwirkungen entsprechen. Der Ver­ 
gleich der ge z ed chne t en Werte I!!i t Gl. ( 7-37) für ~ = 0 zeigt, 
daß die Kurven für kurze Zeiten gut übereinstimmen, wenn die 
P- und Q-Reihen endlich weit (bis zu einem Wert nmax) sum­ 
miert werden. Für ungerade nmax und für längere Zeiten 
( t > <t" ) geht <P sehr viel schneller gegen O, wenn die Reihen 
ausgewertet werden; für gerade nmax führt Reihenauswertung 
für längere Zeiten zu einem oszillierendem Verhalten für q>; 
solche Eigenschaften sind von der graphischen Darstellung 
vieler asymptotischer Entwicklungen her wohlbekannt. 

7.6. Anhang: G-Fun..~tionen 

Wir haben in Abschnitt 7.3. die Funktionen G (u;q) m,n 
definiert durch Gl. (7.14): 

(7 .A1) 

Es wird gezei~t, daß die Funktionen G (u; q) wesentlich be­ m.,n 
sti=t sind durch die unvollständigen Gammafunktionen ~(n,~) 
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[ci , (6.5.2) von Ref.1 }: 

. 'I° 
'{\-..1v) ~ \ e-~ ~"·

1 cJ.~ 
0 

~ n•1 yi 
"' \1'1·1)\ \ 1-e.- L... -. 1 ) 

i •O l. 

Der letzte Teil der Gleichung ergibt sich durch partielle 
Integration; er entspricht Gl. (6.5.13) von Ref. 1. 
Offenbar hat Gm n·(u; q) folgende Integraldarstellung: , 

oO "' "'S 'i \.",4e·::C)~"'-\hc.-. f t\n,u.e-") 
' 

(7.A2) 

(7.A3) 

Wir betrachten ab jetzt nur den Fall m ~ o. In diesem 
Fall sind die Funktionen Gm n(u;q) Linearko~binationen der , 
Funktionen Gm,n(u) mit Abschneideparameter q = 0: 

OQ -" 

G. ••• ._ l1A) '"' G. lu-0) ""v." \ e.-"'e e-"':c. :x."' ehe , 
t M1~ / O 

(?.A4) 

denn Substitution y = x - q in Gl. (7.A1) liefert 

"' t_ \..'~) o."'·) G. l1Ae-') 
1•0 1 1 1," 

Also haben wir uns mit ~en Funktionen Gm,n(u) zu befassen. 
Substitution y = ue-x in Gl, (7,A~) liefert für G (u) m,n 
die Form 

(7.A5) 

1.1, 

G."'·"lu) ~ ~e.-~~.,-1 \Q'n U.. - Q-.,:i '(' J~ (7.A6) .. 
Für spezielle ':/erte von m und n ergeben sich bekannte Funk­ 
tionen, Für m = 0 und n ~ 1 sind Gm,n(u) unvollständige Gamma- 
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!unktionen, Gl. (7.A2): 
~ 

G.o,., l"') ,. \e-~ '!!,"-~ ~~ ,. f\n,u) 
Q 

\'n~ 1) (7.A7) 

Für n a 1 und m > 1 erhält man aus den Gleichungen (7.A6) 
und (7.A3) 

00 -'<. 
,. "' \ l 1- e ..u.e ) ~m-1 J:x:. 

0 
Die Integrale in Gl. (7.A8) de!inieren die Funktionen gm(u): 

(7.A8) 

(7.A9) 

Die ~(u) sind analytische Funktionen. Sie treten wiederholt 
auf in der Theorie der Energieübertragung durch Austausch 
[Re!. 10, 14, 37}. 

Durch partielle Integration in Gl. (7.A4) ergibt sich eine 
wichtige Rekursionsformel für Gm,n(u): 

(7.A10) 

Wiederholte Anwendung von Gl. (7.A10) führt auf eine Darstel­ 
lung der G (u) durch Linearkombination von G-Funktionen mit m,n 
entweder n = 1 oder m = O, d. h. (man beachte die Gleichungen 
(7.A7) und (7.A9))durch Linearkombinationen von f- und 
g-Funktionen: 

(7.A11) 

Setzt man Gl. (7.A11) in Gl. (7.A10) ein, so ergeben sich für 
die Koeffizienten ar'n und b~,n die PASC.U.artigen Rekursionen: 
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am,n+1 ,. n am,n - m-1,n 
"/" 't m a/" 

bm,n+1 . 0m,n - m bm-1,n -r n .., ,r 
mit den An!angswerten 

ao,n ,. 0 ; am,1 
- Sm:r /4 I" 

bo,n. ~ ön,~ ; bm,1 ~ 0 .,. -r 

(?.A12 a) 

(?.A12 b) 

(?.A13 a) 

(7.A13 b) 

Man sieht, daß alle Koeffizienten ar'n und b:,n ganze Zahlen 
sind. Die Rekursionen ermöglichen sofort eine gute numerische 
Berechnung der a- und b-Koeffizienten. Freilich kann man die­ 
se Koeffizienten auch in geschlossener Form angeben. 
Für am,n+1 gilt 

~ 
n! (7 .A14 a) 

und 

(7.A14 b) 

wobei die Summe über die Menge aller ganzen Zahlen jK zu er- 
strecken ist mit o· < J·1< <j ~ n. Für b~,n+1 gilt ... m-/" , 

b1,n+1 .., - nl (7.A15 a) 

und 

1 1 \..,_, ) "',••1 .., "'· "'· ' 'ir . -1 'b,, ,\-1) ~ L. 1c,, J'< (7.A15 b) 

WQbei die Summe über die Menge aller ganzen Zahlen jK zu er­ 
strecken ist mit Y-< j1 < • • • < jm_1 ~ n. Die Richtigkeit 
von (7-A14) und (7.A15) ergibt sich sofort, wenn man die 
Ausdrücke in (?.A12) bzw. (7.A13) einsetzt. Aus (7.A14-) 
und (7.A15) folgt insbesondere, daß 

•. 
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am,n+1 
" 0 für r<m - n (7.A16 a) 

!"' 
und 

bm,n+1 = 0 für v->n - m + 1 (7.A16 b) y 

Die a,,..-Koeffizienten lassen sich durch die b~-Koeffizienten 
mit ~ • O ausdrijcken: 

• - 1 ( m m-,,....+1 /'" ) b~-f'-+1, n+1 (7.J.17) 

Nachdem wir die Punktionen Gm,n(u) auf endliche Linear­ 
kombinationen der r- und g-Funktionen zurückgeführt haben, 
wenden wir uns nun allgemeinen Eigenschaften der Punktionen 
Gm,n(u) zu. Aus Gl. (7.A6) folgt 

d 
aü (7.A18) 

Daher lassen sich die Funktionen Gm (u) als wiecer~olte In- ,n 
tegral.e der unvollständigen Gammafunktion ausdrücken, wenn 
man (7.A7) benutzt zusammen mit der Tatsache, daß 
Gm n(O) = O ist: 

' 

(7.A19) 

Andererseits lassen sich die Punktionen G (u) ausdrücken als m,n 
wiederholte Ableitungen der Punktionen gm(u), wenn man die 
Gleichungen (7.A4) und (7.A9) beachtet: 

.,_'\ J"-1 f -"lt -'(_ ••.• G..,.,\.'-')"-\.-1) u." 1 ,,_1 1e~p\-1.1e )e. :c. ctx:. 
' ~~ 0 

(7.A20) 
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Zur numerischen Berechnung der Funktionen Gm,n(u) erweisen 
sich die folgenden Formeln als nützlich. Aus Gl. (7 .• A4-) er­ 
gibt sich eine Entwicklung in u: 

t l-·\)i \,\.,.') - . ~ l' . ---- ~ -\'>•')),C, "" I__ 
••• n~l ~, ie ~ (l\;i;_ ' ~~o ., · o 

(7.AZ'l) 

Die Summe konvergiert für kleine u sehr schnell. Für große u 
erhält man aus Gl. (7.A.6) den asymptotischen Ausdruck 

\,\ . 
G,.,,. \"') = f: l ~) l-1)1 ,.hi u )..,.) \e~ ~,,.1 tQYI ~\l~ 

' ~=-0 1) 

für große u (7.A22) 

In der letzten Zeile von (7.A22) wurde die unvollständige 
Gammafunktion für große Werte von u durch die vollständige 
Gammafunktion ersetzt. Die Ableitungen in i(j)(n,u) sind 
bzgl. der ersten Variablen, also n, zu bilden. Die Ableitungen 
der Gammafunktionen lassen sich ausdrücken durch die Poly­ 
gamma-funktionen 'f~)(~) [Gl. (6.4-.1) von Ref. 11: 

s dl<..+1 

dzk+1 .fo f(z) (7.A23) 

Für ganzzahlige z ~ 1 gilt [Gl. (6.3.2) und (6.4.3) von 
Ref. 1 ] : 

-Y'-"'}:. - Ci: + E i'-1 
't•1 

(7.A24- a) 
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(7.A.24 b) 

wobei CE die EULER-Konstante und ' ( k+1) ~ k r -.k-1 die 
RIEMANNsche Zeta!Unktion bezeichnen. Die Formeln (7. A21) bis 
(7 •. A?.4-) wrd.en insebeondere verwendet, um die gm-Funktionen 
numerisch zu berechnen; wir geben die FORTAN-IV-Subroutine 
zur Berechnung der g1, g2, g3 in Ta!el IX an. 



- 83 - 

T a f e 1 IX 

Fortran-Subroutine zur Berechnung von g1, g2, g3, Gl. (7.A9) 

FUNCTIO:1 AG CU,,_,) 
IF<u.Gr.11.) GOTO ~6~ 
At;a:J. 
P(i•1. 
IGa!J 
D F••1 • 
IF<H.EQ.2) 0FK•2 
IF<1.EQ.3) CF=•6 
SIJ:a„U 

667 IGaIG-+1 
PG•PG•SU/IG 
lF(ABS(PG)~LE.1.E•6i G~TO 668 
~G•A,.+PG/IG*•"' 
GOT() 667 

668 .\G•AGAiOF 
RETUR1l 

666 ALIJ~ALOG(iJ) 
IF(M.EQ.1) AG•.5712•+•LJ 
lf(n.EQ.2) AG~(ALUt1.1544J)•~Lu+1.97811 
IF<~.EG.3) AG'"(IALU•1.73165l,irAlU•5.93434>•4LU+5.4~4~7 
RETiJRII • 
E;io 

Input: U, M 

OUTPUT: AG(U,M) ~ ~(u) 

.. 
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